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سخنی با معلمّ

کتاب ریاضی و آمار )2( پایهٔ یازدهم رشتهٔ انسانی در جهت اهداف برنامهٔ درسی ملیّ و در ادامهٔ تغییر 
کتاب های درسی دورهٔ اوّل متوسطه تألیف شده است. زمانی تأکید کتاب های درسی ریاضی بیشتر بر 
توانایی انجام دادن محاسبات بود. در رویکرد جدید، ضمن توجّه به این هدف، تأکید اصلی بر پرورش 
به  برای حل مسئله«  توانایی حل مسئله است. در واقع رویکرد »آموزش  تعقّل و رشد  تفکّر و  قوّهٔ 
»آموزش از طریق حل مسئله« تغییر کرده است. رسیدن به چنین هدفی، مشکلات و دشواری های 
فراوانی دارد و به سرعت امکان پذیر نیست ولی مدّنظر قرار دادن آن می تواند جهت اصلی حرکت جامعهٔ 
آموزش ریاضی را تعیین کند. در این میان، اصلی ترین و مؤثرترین وظیفه بر عهدهٔ معلمّ قرار دارد. قدرت 
انعطاف و هماهنگی و همراهی معلمّان با برنامه های جدید ستودنی است. بر این اساس، مؤلفان کتاب 
حاضر سعی کرده اند برای انجام وظیفهٔ خویش در مورد آموزش معلمّان، ضمن اطلّع رسانیِ مناسب و 
به هنگام دربارهٔ تألیف، کتاب راهنمای معلمّ و نیز فیلم های آموزشی مربوط را به موقع در اختیار همکاران 

عزیز قرار دهند.
ساختار کتاب حاضر از سه بخش اصلیِ »فعّالیت«، »کار در کلاس« و »تمرین« و نیز مثال های حل شده و 
توضیحات به صورت متنی، نکات مهم و تعاریف، تشکیل شده است. آنچه در هر »فعّالیت« به طور عمده 
مدّنظر بوده آشنایی دانش آموزان با مفهوم درس و سهیم بودن آنان در ساختن دانش مورد نظر است. 
فعّالیت ها شامل مراحلی مانند درک کردن، کشف کردن، حلّ مسئله، استدلال کردن، بررسی کردن، 
حدس و آزمایش، توضیح راه حل، مرتب کردن، قضاوت در مورد یک راه حل و مقایسهٔ راه حل های 
مختلف است. هدایت فعّالیت ها ساده و آسان نیست و صد البتّه، اجرای مناسب آن ارزش زیادی دارد. 
فعّالیت ها در حدّ متوسط طرّاحی شده اند؛ بنابراین معلمّ می تواند با توجه به زمان و توانایی دانش آموزان 
خود، یک فعّالیت را غنی تر کند یا با ارائهٔ توضیحات بیشتر و ایجاد تغییراتی، آن را ساده تر نماید و حتی 

فعّالیتی مکمل در جهت آموزش همان مفهوم درسی طراحی کند.
مؤلفان در کتاب ریاضی و آمار )2( بر این باورند که استفاده از مثال ها و مسائل کاربردی که رابطه ای با 
شاخه های مختلف رشتهٔ علوم انسانی داشته باشد می تواند علاوه بر ایجاد انگیزه در دانش آموزان برای 
یادگیری ریاضی و آمار به پرورش تفکّر ریاضی در آنها کمک کرده طوری که در مواجهه با مسائل و 
مشکلات روزمره از این ذهنیت استفاده لازم را برده و در آینده افرادی خلّق، متفکّر و با قدرتِ تجزیه 

و تحلیل و دلسوز برای خدمت به جامعه و ایران اسلامی تربیت شوند.
هنگام انجام دادن فعّالیت ها، هدایت گفت وگوی کلاسی یا گفتمان ریاضی، که در آن دانش آموزان به 



ارائهٔ دیدگاه ها و دفاع از اندیشه های خود و نیز قضاوت و ارزیابی افکار و روش های ریاضی دیگر 
دانش آموزان می پردازند، به عهده معلمّ است. به طور خلاصه، فراهم کردن موقعیت های یادگیری و 
فرصت دادن به دانش آموز برای اینکه خود به کشف مفهوم بپردازد، می تواند یکی از دل مشغولی های 
همکاران عزیزمان باشد. »کار در کلاس« با هدف تثبیت و تعمیق و در مواردی، تعمیم یادگیری طرّاحی 
شده و انتظار این است که دانش آموزان بیشترین سهم را در انجام آن داشته باشند. مثال ها توسط 
همکاران محترم در کلاس بررسی شده و سعی می شود تا همانند کار در کلاس ها دانش آموزان به حل 
و بررسی آنها مشغول باشند و روی نکات مهم و تعاریف که عمدتاً در داخل کادرهایی قرار دارند از 
طرف دبیران محترم تأکید لازم انجام خواهد پذیرفت. حلّ »تمرین« ها به عهدهٔ دانش آموزان است؛ اما 

ضرورت دارد که معلمّ زمینه را برای طرح پاسخ ها و بررسی آنها در کلاس فراهم سازد.
گروه تألیف، آمادگی دریافت نظرات و دیدگاه های تمامی همکاران و عزیزان را از طریق وبگاه واحد 
تحقیق، توسعه و آموزش ریاضی1 دارد. به علاوه، بسیاری از مطالب مربوط به پشتیبانی کتاب از طریق 
وبگاه داده شده قابل دریافت است. اطمینان داریم که با اتکّال به خدای متعال و تکیه بر تلاش، اراده و 

همّت شما دبیران محترم می توانیم به برآورده شدن اهداف کتاب امیدوار باشیم.
مؤلّفان

www.mathrde.ir ــ1 



فصل 1

آشنایی با منطق و استدلال ریاضی
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نگاه کلی به فصل

دانش آموزان در این فصل با مبانی منطق ریاضی و کاربرد آن در برخی زمینه های مختلف آشنا می شوند.
مختلف  شاخه های  مطالعهٔ  برای  ما  و  است  استدلال  نتیجهٔ  ریاضی،  علم  نظریه های  از  بسیاری  پیدایش 
ریاضیات، به استدلال نیاز داریم؛ بنابراین، لازم است تعاریف، اصطلاحات و علامت هایی را که به کمک 
آنها مفاهیم ریاضی را از طریق استدلال بیان می کنیم، بشناسیم به این منظور به علم منطق رجوع می کنیم.

مطالب این فصل شامل دو درس است. درس اوّل به مفهوم گزاره از دید علم ریاضی، یا به طور دقیق تر، 
را  می شود  متبادر  ذهن  به  گزاره  مفهوم  از  محاوره  در  آنچه  با  آن  تمایز  وجوه  و  می پردازد  ریاضی  منطق 
به  فقط  بخش  این  می شود.در  مطرح  ریاضی  منطق  در  موجود  گزاره های  انواع  ادامه،  در  می کند.  بیان 
ساده ترین انواع گزاره ها پرداخته شده است. در ضمن انواع و ارزش هر یک از گزاره ها، از طریق جدول 
ارزش گزاره ها، بررسی شده است. در درس دوم )استدلال ریاضی( ضمن برقراری ارتباط با مباحث درس 
منطق که دانش آموزان رشته علوم انسانی و معارف اسلامی می گذرانند، از دیدگاه ریاضیاتی به همان مطالب 
پرداخته می شود؛ بنابراین، با مثال های ساده و مبتنی بر دانش قبلی این دانش آموزان، از زاویه دید استدلالی، 
موضوعات آشنای ریاضی بررسی می شود. دبیران و دانش آموزان از این رهگذر با بدفهمی های رایج در 

ریاضی آشنا می شوند و آنها را برطرف می کنند.
هر درس شامل مثال هایی است تا دانش آموزان با الگو گرفتن از آنها به »فعّالیت« و »کار در کلاس« بپردازند 

و به درک بهتری از موضوع درس برسند.
در پایان هر درس نیز تمرینات مختلفی، منطبق بر »فعّالیت« و »کار در کلاس«، ارائه شده است تا دانش آموزان 

با حل آنها میزان تسلط خود بر مطالب را ارزیابی کنند.



3فصل اوّل: آشنایی با منطق و استدلال ریاضی

نقشه مفهومی فصل اوّل

آشنایی با منطق ریاضی

ترکیب گزاره هاگزاره ها

 مهارت در 
تشخیص گزاره 

بودن جملات

ترکیب 
عطفی

ترکیب 
فصلی

ترکیب 
شرطی

ترکیب 
دوشرطی

مهارت در 
چگونگی ساختن 

نقیض، عکس 
نقیض و عکس 

گزاره ها
مهارت در ترکیب گزاره ها و تعیین وضعیت 

ارزشی آنها از طریق جدول ارزش ها

دانستنی های معلم

 تاریخچه پیدایش منطق جدید 
تاریخ منطق سنتی و نظام مند کردن آن توسط ارسطو )323ــ384 ق.م( و بارور شدن آن به دست مسلمانان 
برای کمتر کسی مبهم است. گرچه لایب نیتس )1716ــ1646 میلادی( فیلسوف و ریاضی دان بزرگ آلمانی 
را پدر منطق جدید خوانده اند، زیرا او برای اولین بار در کتاب »حساب عمومی« از نهادهای شبه ریاضی برای 
 ـ  1838 میلادی(  بیان برخی مطالب منطقی بهره جست، اما مؤسس واقعی منطق جدید، گوتلوپ فرگه )1925ـ
فیلسوف و ریاضی دان آلمانی است. او نخستین نظام کامل اصل موضوعی را، که یکی از روش های عمده 
برای آموزش در منطق جدید است، بنیان نهاد. او با نوشتن کتاب »مفهوم نگاری« به گسترش هر چه بیشتر این 
 ـ   1858 میلادی( ریاضی دان ایتالیایی و دو تن  دانش کمک کرد. تحقیقات فرگه به وسیله ژوزف پئانو )1932ـ
از فلاسفه و ریاضی دانان بزرگ انگلیسی به نام های برتراند راسل )1970ــ1872 میلادی( و آلفرد نورث وایتهد 
)1937ــ1871 میلادی( ادامه یافت. این دو کتابی به نام »اصول ریاضی« نگاشتند که بیش از پیش به رونق و 
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باروری منطق جدید کمک کرد.
»منطق جدید« را »منطق ریاضی« و »منطق نمادین )سمبلیک(« نیز می گویند.

مثلاً در ریاضیات داریم:
(a    +   b)2 = a2+2ab    +  b2 	
(a    -   b)2 = a2-2ab    -  b2 	

در رابطه فوق به ازای هر مقدار a و b همواره تساوی برقرار است و آن را به عنوان »اتحاد« می شناسیم.
در منطق جدید هم قضایایی از قبیل قانون های دمورگان هست که به صورت زیر ارائه می شوند.

~ (p ∨ q) ≡ ∼ p ∧ ∼ q 	
~ (p ∧ q) ≡ ∼ p ∨ ∼ q 	

درستی این معادله های منطقی به مفاد و مضمون گزاره های p و q بستگی ندارد، بلکه صرفاً ناشی از صورت 
با یکدیگر است. به درستی هایی از این دست، »درستی منطقی« و یا »درستی صوری«  منطقی ترکیب آنها 

)درستی از روی صورت( می گویند.

 انگیزه و اهداف در منطق ریاضی 
تحقیقات علمی درباره منطق ریاضی، در پی بروز پرسش های نوین در بنیان های ریاضیات پدید آمد؛ مثلاً 
فرگه می کوشید تا ریاضیات را بر پایه اصول برآمده از منطق و نظریه مجموعه ها قرار دهد. راسل کوشید 
تناقضات ناشی از دستگاه منطق فرگه را حذف کند و هدف هیلبرت نشان دادن این امر بود که »روش های 
مورد قبول عام در ریاضیات، هرگاه به طور همه جانبه، کلی نگرانه و به عنوان یک کل واحد در نظر گرفته 

شوند، به هیچ نوع تناقضی منجر نخواهد شد« )این موضوع به برنامه هیلبرت شهرت یافته است.(

 کاربردهای ریاضی 
در منطق ریاضی، نه تنها از روش ها و نتایج به دست آمده در حل مسائل بنیانی استفاده می شود، بلکه در 

بسیاری شاخه های دیگر ریاضیات، نظیر جبر و توپولوژی، هم از آنها بهره برداری می شود.
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نمونه سؤال های ارزشیابی

١  جاهای خالی را کامل کنید:
الف( ارزش گزاره p ∨∼ p، همواره ................ است.

ب( اگر ارزش گزاره p ⇒ q نادرست و p درست باشد، ارزش q ............. است.
ج( اگر ارزش گزاره p ⇔ q درست و q∽ نیز درست باشد، ارزش p ............... است.

د( عکس نقیض گزاره p ⇒∼ q، گزاره .............. است.
هـ( هم ارزی p  ∨∼q∽ ≡ (p  ∧q)∽ به قانون .................. معروف است.

و( در حالت کلی، n گزاره نسبت به یکدیگر دارای ............... حالت ارزشی هستند.
ز( نقیضِ نقیض هر گزاره، هم ارز با ................ است.

٢  کدام یک از جملات زیر گزاره هستند؟
ب( چه منظره زیبایی! الف( 1->3-	

د( 19 عددی فرد است. ج( چرا ریاضیات می خوانید؟	
و( لطفاً پرسشنامه را کامل کنید! هـ( a  n عددی مثبت است.	

ح( عدد 2 گویا نیست. ز( معلم ریاضی مدرسه ما خوش اخلاق است.	
٣  نقیض هر یک از گزاره های زیر را بنویسید:

2 عددی مثبت است.	 الف( 
ب( عدد 8 بر 4 بخش پذیر است.

ج( توکیو پایتخت ترکیه است.	
د( عدد 2 فرد است.

هـ( 3>5	
+ = +4 9 2 3 و( 

ز( اگر a  زوج باشد، آن گاه a   +1 فرد خواهد بود.	
ح( عدد 15 فرد و بر 3 بخش پذیر است.

ط( 11 عددی اوّل است یا 2 عددی منفی است.	
ی( اگر چهارضلعی مستطیل باشد، آن گاه دو قطرش مساوی اند.

٤  عکس، نقیض و عکس نقیض گزاره های شرطی زیر را بنویسید:
الف( اگر دو عدد حقیقی با هم برابر باشند، آن گاه مجذور آن دو عدد مساوی هستند.

ب( اگر چهارضلعی ABCD لوزی باشد، آن گاه اقطار آن بر هم عمودند.
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٥  جدول زیر را کامل کنید.

نادرستدرستگزارهردیف

کشور ایران در قاره آسیا قرار دارد و .........................................1

31 عددی اوّل نیست یا ...................................................2

شرط لازم و کافی برای آنکه نقطه ای از دو ضلع یک زاویه به یک فاصله باشد، آن است که 3
روی نیمساز زاویه باشد.

4(a+b)2 = a2 + b2 اگر ..........................آن گاه

اگر .........................، آن گاه .................... و برعکس5

.............................. و .............................6

.............................. یا .............................7

٦  ارزش گزاره های زیر را تعیین کنید:
الف( مسکو پایتخت روسیه و تهران پایتخت ایران است.

3-   x = x   -3 ب( 42 = 24 و
ج( 1>2 یا 4<1

د( 21 عددی اوّل یا فرد است.
0≠ یا 25 = 23 + 22

0
6

هـ( 
و( اگر عددی بر 4 بخش پذیر باشد، آنگاه بر 2 نیز بخش پذیر است.

|a| = -a آن گاه ،a  >0 ز( اگر
ح( 6 عددی اوّل است، آن گاه 6 = 23

ط( 3<2 اگر و تنها اگر 3-<2-
ی( 7<15 اگر و تنها اگر 7-2<15-2

خ( اگر مثلث، قائم الزاویه باشد، آنگاه مربع یکی از ضلع ها، برابر مجموع مربعات دو ضلع دیگر است و برعکس.
٧  هرگاه p∧q∽ گزاره ای درست و r یک گزاره دلخواه باشد، ارزش گزاره های زیر را در صورت امکان 

مشخص کنید:
	(r    ⇒ ∼p) ⇒ ∼q )ج 	(q  ∨r) ∧ ∼p )ب 	p∨ (q   ⇒r) )الف

∼(∼p ∧ q  ) ∧r )   ه 	(p ⇔ q) ∨r )د
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٨  اگر p یک گزاره درست و q و r گزاره های دلخواه باشند، بررسی کنید کدام یک از گزاره های زیر 

همواره درست است.
∼p∨q ⇒ r )ب 	∼p∧q ⇒ r )الف

p∨q ⇒ r )د 	p∧q ⇒ r )ج
٩  اگر ارزش گزاره p ⇒ (p∧q) درست باشد، ارزش گزاره p∧∼q چیست؟

١٠  اگر ارزش گزاره p ⇒ (q ⇔ r) نادرست باشد، ارزش گزاره p ⇒ (  p  ∨ q) چیست؟

١١  اگر p درست و q نادرست باشند، ارزش گزاره p∽ ∨ (q ⇒ p∽) چیست؟

12  ارزش گزاره p ⇒ (p ⇒ q) را در حالت های زیر مشخص کنید:

ب( p نادرست و q نادرست الف( p نادرست و q درست	
13  گزاره های زیر در چه حالتی نادرست هستند؟

[ ]( )p q p q⇒ ∧ ⇒ ب(  	p ⇒ (q ⇒ r) )الف
14  اگر گزاره مرکب S متشکل از گزاره های ساده p و q، جدول ارزش زیر را داشته باشند، گزاره مرکب 

S را در هر حالت بیابید.

ب(الف(

sqpsqp

دددددن

دنددنن

نددندد

نننننن

15  جدول ارزش هر یک از گزاره های زیر را تعیین کنید.

p ⇒ (q ⇔ r) )ب 	 [ ]( )p p q∧ ∨  الف( 
16  با استفاده از جدول ارزش ها درستی هر یک از هم ارزی های زیر را نشان دهید:

[ ]( )p q p q F∧ ∨ ∧ ≡  ب(  	[ ]( )p q p q T⇒ ∧ ⇒ ≡ الف( 
p ∨ (q ⇒ r) ≡ ( p ∨ q ) ⇒ (p ∨ r) )د 	p ⇔ q ≡ ( p ∨ q ) ⇒ (p ∧ q ) )ج
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و  درست  همواره  زیر  گزاره های  از  کدام یک  ارزش  کنید  بررسی  ارزش ها  جدول  از  استفاده  17  با 
کدام یک همواره نادرست است.

p ∧ ∼ (p ∨ q  ) )ب 	(p ∧ q) ⇒ p )الف
(p ∨ ∼ q  ) ∨ (∼ p ∨ q  ) )ج
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اهداف درس اوّل

1   آشنایی با مفهوم منطق ریاضی و کاربرد آن

٢   آشنایی با مفهوم گزاره ها و تعیین ارزش آنها

٣   مهارت چگونگی ساختن نقیض، عکس نقیض و عکس گزاره ها

٤   آشنایی با ترکیب گزاره ها و جدول ارزش ها

٥   مهارت در بررسی درستی گزاره های هم ارز با استفاده از جدول ارزش ها

٦   تشخیص استدلال های معتبر از استدلال های نامعتبر

روش تدریس

دانش آموزان در سال دهم، درسی به نام منطق را گذرانده اند و با مبحث منطق و تا حدی با گزاره ها و 
ترکیب گزاره ها آشنایی دارند. در ابتدای درس، برای یادآوری، علم منطق و همچنین کاربرد آن، به اختصار، 

بیان شده سپس تعریف گزاره و چند مثال ذکر شده است.
فعّالیت صفحهٔ 2 کتاب، برای مهارت در تشخیص گزاره بودن جملات است تا دانش آموزان بدانند شرط 
درستی یا نادرستی گزاره این است که جملهٔ خبری معنادار باشد. قسمت الف سؤال 1، جمله پرسشی است، 
پس گزاره نیست. قسمت ب، گزاره است و ارزش آن درست است. قسمت پ، گزاره است و ارزش آن 
نادرست است. قسمت ت گزاره و ارزش آن نادرست است. قسمت ث، گزاره و ارزش آن نادرست است. 
در جمله قسمت ج کلمهٔ »همواره« آمده پس گزاره است و ارزش آن نادرست . قسمت چ، گزاره نیست؛ چون 

کلمهٔ »خوشمزه« دارای مفهومی نسبی است. قسمت ح، جمله امری است، پس گزاره نیست.
بعد از تشخیص گزاره بودن جملات، در سؤال 2 از دانش آموزان خواسته شده تا با درک و خلاقیت 

خودشان دو گزارهٔ درست و دو گزارهٔ نادرست و همچنین دو جمله که گزاره نباشند را مثال بزنند.

گزاره ها و ترکیب گزاره هادرس اول
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دو گزارهٔ درست مانند:
2 عددی مثبت است.    1

٢   رودسر شهری در استان گیلان است.
دو گزارهٔ نادرست مانند:

-1>-2   1
٢   عددی 25 مربع کامل نیست.

دو جمله که گزاره نباشند مانند:
1   کتاب را بردار!

٢   فرید دانش آموز خوبی است.
سپس تعیین ارزش دو یا چند گزاره مطرح شده است. در حالت کلی، n گزاره نسبت به یکدیگر دارای 

2n حالت ارزشی هستند.

در کتاب، جدول ارزش ها برای یک، دو و سه گزاره نشان داده شده است.
اگر p یک گزاره باشد، نقیض آن گزاره ای است منحصر به فرد که با )p∽( نمایش داده می شود. »کار در کلاس« 

صفحه 4 کتاب برای مهارت یافتن دانش آموزان در تشخیص نقیض گزاره ها و ارزش آنها است.
حل برگزیده ای از »کار در کلاس« صفحهٔ 4 کتاب:

الف( چنین نیست که عدد 5 زوج باشد. یا عدد 5 فرد است )ارزش گزاره درست است(.
ب( تساوی »2*2=4« برقرار نیست. )ارزش گزاره نادرست است(.

< (4*5) یا (7*3) ≥ (4*5). )ارزش گزاره درست است(. ج( (7*3) 
در مبحث ترکیب گزاره ها، به ترتیب ترکیب عطفی، ترکیب فصلی، ترکیب شرطی و ترکیب دوشرطی و 

نمادهای آنها معرفی شده و جدول ارزش های هر یک نشان داده شده است.
در تبیین ارزش دهی به گزاره های مرکب، غالباً دو رویکرد وجود دارد:

1   ایجاد شهود نسبت به ارزش گزاره های ترکیبی و سپس معرفی جدول ارزش ها؛
٢   معرفی جدول ارزش ها و سپس شهودی کردن ارزش گذاری گزاره های مرکب.

بعد از معرفی هر یک از ترکیب های مذکور، فعّالیتی برای درک بهتر دانش آموزان از مفهوم درس بیان 
شده است. در ردیفی از جدول فعّالیت ها گزاره مرکبی داده شده و تشخیص ارزش درستی یا نادرستی آن 
خواسته شده است. در ردیف های دیگر، از دانش آموز خواسته شده است گزاره مرکب را طوری کامل کند 

که ارزش آن با ارزشی که در جدول برای آن تعیین شده است، مطابقت داشته باشد.
بـرای حل فعّالیت صفحه 5 کتاب، دانش آموزان آموخته اند اگر در بین دو گـزاره، رابط »و« باشد، 
آن تـرکیب، عطفی است و ارزش آن زمـانی درست است که هر دو گـزاره ارزش درست داشته باشنـد؛ 
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مثلاً     ردیف 3 جدول، ارزش گزارهٔ مرکب، نادرست در نظر گرفته شده است، پس حداقل ارزش یکی از 
گزاره ها باید نادرست باشد. چون ارزش گزارهٔ دوم )8 زوج است( درست است، پس برای گزارهٔ اوّل باید 

2 عددی گویا است. گزاره ای را مثال بزنند که دارای ارزش نادرست است؛ مثل: 
برای حل فعّالیت صفحهٔ 6 کتاب، دانش آموزان آموخته اند که اگر رابط بین دو گزاره، »یا« باشد، ترکیب 
فصلی است و ارزش آن زمانی درست است که حداقل ارزش یکی از گزاره ها درست باشد؛ مثلاً در ردیف 4 
جدول، ارزش گزاره مرکب، نادرست درنظر گرفته شده است. از طرفی ارزش گزارهٔ دوم »افلاطون نویسنده 
کتاب ارغنون است« نادرست است، پس برای گزارهٔ اوّل مثالی می نویسند که ارزش آن هم نادرست باشد؛ 

مثل: افلاطون شاگرد ارسطو است.
در فعّالیت صفحه 7 کتاب، دانش آموزان می دانند که در صورتی که رابط گزاره ای »اگر« باشد، ترکیب 
شرطی است و فقط زمانی ارزش آن نادرست است که ارزش مقدم درست و ارزش تالی نادرست باشند؛ 
مثلاً در ردیف 7 جدول، ارزش گزارهٔ مرکب، درست تعیین شده است. از طرفی ارزش تالی »99 اوّل است« 
نادرست است؛ بنابراین، دانش آموز گزاره ای می نویسد که ارزش آن نادرست باشد و به این ترتیب، گزارهٔ 

شرطی حاصل، به انتفای مقدم، دارای ارزش درست می شود؛ مثل: 6=32
هدف از »کار در کلاس« صفحهٔ 7 کتاب، مهارت یافتن دانش آموزان در تعیین ارزش گزاره های مرکب 

است؛ مثلاً:
3( (p ⇒ q  ) ∧ r → (T ⇒ F   ) ∧ r → F ∧ r ≡ F 	

6( (p ⇒ q  ) ⇒ r → (T ⇒ F   ) ⇒ r → F ⇒ r ≡ T 	
ارزش این گزارهٔ مرکب، به انتفای مقدم، همواره درست است.

در فعّالیت صفحهٔ 8 کتاب، دانش آموز ترکیب دوشرطی و نماد و اصطلاحات آن را می شناسد و می داند 
ارزش گزارهٔ دوشرطی، زمانی درست است که هر دو گزاره هم ارزش باشند؛ مثلاً در ردیف 4 جدول، ارزش 
گزارهٔ مرکب، نادرست تعیین شده است. پس دانش آموز باید دقت کند که برای هر کدام از گزاره های شرطی 

p ⇒ q و q ⇒ p مثالی بنویسد که هم ارزش نباشند؛ مثل:
اگر x    <0، آنگاه x2  <0 و برعکس.

در اینجا گزارهٔ »x   <0 ⇒ x2<0« دارای ارزش درست است،
ولی عکس آن »x2<0 ⇒ x   <0« دارای ارزش نادرست است.

از »کار در کلاس« صفحهٔ 9 کتاب، چند سؤال را برای نمونه، پاسخ می دهیم.

1( 
ن

دن
( )p q r∧ →


 	 ارزش گزارهٔ مرکب نادرست است.



12

3( ( ) ( )p q p q⇔ →
 

ن
نن

ن
د د

ارزش گزارهٔ مرکب درست است.  	

5  ( 

دد
ند

ن

دن


( ) ( )∨ ⇔ ∨ →  





p q p q ارزش گزارهٔ مرکب نادرست است.  	

7( 
د

دد نن
ن
 

( ) ( )p q p q∧ ⇔ ∧ → ارزش گزارهٔ مرکب نادرست است.  	

مثال صفحه 9 کتاب، بررسی درستی هم ارزی ها، با کمک جدول ارزش ها، خواسته شده است. در این 
مثال ابتدا دانش آموزان با کامل کردن جاهای خالی در جدول ارزش ها، با نحوهٔ بررسیِ درستیِ هم ارزی 

گزاره ها آشنا می شوند؛ سپس با الگو گرفتن از آن، به تمرین 3 صفحه 11 کتاب پاسخ خواهند داد.

توصیه آموزشی

به همکاران محترم توصیه می شود:
یاد  پیش  نیاز  به عنوان  دانش آموزان  آنچه  با  تا  باشند  داشته  نظری  منطق سال دهم،  کتاب درسی  به   

گرفته اند، آشنا شوند.
در یک  نشوند. همچنین سطح سؤال ها  کتاب خارج  مطالب  از حیطه  گزاره ها،  مبحث  تدریس   در 

کلاس معمولی، از آنچه در تمرینات کتاب مطرح شده است، فراتر نرود.
 در بررسی درستی گزاره های معادل )هم ارز(، فقط از جدول ارزش ها استفاده شود.

اشتباهات رایج دانش آموزان

ممکن است برخی دانش آموزان در ابتدا برای بررسی درستی گزاره های هم ارز، در یک جدول دچار اشتباه 
شوند. می توانند برای گزاره های مرکب در دو طرف رابطهٔ هم ارزی، جدول ارزش ها را به طور جداگانه تشکیل 

داده و سپس ستون آخر دو جدول را با یکدیگر مقایسه کنند.
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نمونه: مثال 1 قسمت الف در صفحه 9 کتاب:
 p ⇒ q ≡ (∼p∨q)

(∼p∨q)∼pqpp ⇒ qqp

دددددند

دنندننن

نددنددد

نندنندد

 حل تمرینات برگزیده درس اوّل )صفحه 10 کتاب( 
1  جدول زیر را کامل کنید.

نادرستدرستگزارهردیف

بزرگ ترین معجزهٔ پیامبر اسلام  قرآن است و اسلام آخرین دین الهی است.1

اگر 2 عدد فرد باشد، آن گاه مربع هر عدد فرد عددی زوج است.2

اگر تهران پایتخت ایران است؛ آن گاه تهران در قاره آسیا نیست.3

44*2 =23 ⇒ 82 < 43

اگر عدد 3 اول و عدد 7 زوج باشد، آن گاه 18 مربع کامل است.5

اگر 2 عددی زوج یا منفی باشد، آن گاه عدد 5 اول است.6

اگر فارابی معلم ثانی است، آن گاه افلاطون معلم اول است.7

امام خمینی  در سال 1343 تبعید شدند و در سال 1357 به ایران بازگشتند.8

9
همسر  و  آوردند  ایمان  اسلام،  پیامبر  به  که  است  مردی  اولین    علی  حضرت 

حضرت فاطمه  بودند.


اگر 42 = 32 + 12 آنگاه 12 = 32 - 42 و برعکس10
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٢  اگر p گزاره ای درست و q گزاره ای نادرست و r گزاره ای دلخواه باشد، ارزش هریک از 

گزاره های مرکب زیر را در صورت امکان، مشخص کنید:
(p∧r∽) ⇔ (  p∧q) )پ 	

,
, ?

p T q F p q F
F F T

p F r p r F

≡ ≡ → ∧ ≡ 
→ ⇔ ≡≡ ≡ → ∧ ≡  

	

(q ⇒ ∼p∽) ⇔ (   p ⇒ q) )ث 	
,

,
p T q F p q F

F F T
q T p F q p F

≡ ≡ → ⇒ ≡ 
→ ⇔ ≡≡ ≡ → ⇒ ≡    

	

(r ⇒ p) ⇒ (q   ∨ r) )ج 	
,

?,
p T q F p q T

T T T
r p T r T T

≡ ≡ → ∨ ≡ 
→ ⇔ ≡≡ ≡ → ⇒ ≡ 

	

r∧ (q ⇒ ∼p∽) )ح 	
,

?
q T p F q p F

F r F
r

≡ ≡ → ⇒ ≡ 
→ ∧ ≡≡ 

    	

٣  درستی هر یک از هم ارزی های زیر را با استفاده از جدول ارزش ها نشان دهید:

p∧ (q  ∨r) ≡ (p∧q   ) ∨ (p∧r) )ب 	

(p∧q  ) ∨ (p∧r)(p∧r)(p∧q  )p ∧ (q   ∨r))q   ∨ r  (rqp

دددددددد

ددندددند

دندددندد

دننننننن

ندددنننن

ندندنننن

ننددنننن

نننننننن
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p ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ ∼q) )ث 	

(p∨∼q  ) ∧ (p∨q)(p∨q  )(p∧∼q  )∼qqp

ددنددد

دندددد

ندنندن

ننددنن

T ≡ (p ⇒ q) ∨ (p∧∼q) )ج 	

(p∧∼q  ) ∨ (p  ⇒  q)(p  ⇒q  )(p∧∼q  )∼qqp

ددنندد

دنددند

ندنندد

نندندد
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اهداف درس دوم

هدف کلی این درس، آشنایی دانش آموزان با گوشه ای از استدلال ریاضی و اهمیت آن است.
اهداف جزئی این درس به قرار زیر است:

1  تبدیل عبارات کلامی به عبارات ریاضی )بدون حل مسئله ریاضی به دست آمده(؛

آنها آشنا  با  اوّل  ٢  استفاده از منطق گزاره ها برای بررسی صحت استدلال های ریاضی که در درس 

شدند.
آشنایی  برای  فقط  شده  ذکر  مثال های  و  نیست  درس  این  اهداف  جزء  ریاضی  گزاره  یک  ٣  اثبات 

دانش آموزان با نحوه استدلال ریاضی است.

روش تدریس

در ابتدای درس، با ارائه مثال هایی، به دانش آموز این انگیزه داده می شود که استفاده از ریاضی برای 
این  می کند.  کمک  استدلال ها  نادرستی  یا  درستی  تشخیص  و  عبارات  و  گزاره ها  وضوح  به  استدلال، 
مثال ها با یک مسئله که در فصل اوّل کتاب ریاضی و آمار 1 آمده است، )به صورت نیمه حل شده( شروع 
می شود. لازم است که دبیران محترم با یادآوری آن سؤال، از آشنایی دانش آموزان با برخی مفاهیم مقدماتی 
)مانند اعمال روی عبارات جبری( اطمینان حاصل کنند )ارزشیابی تشخیص(. ادامه درس، اهمیت استدلال 

ریاضی مبتنی بر منطق گزاره ها و استفاده از ریاضی در استدلال را آشکار می کند.
در ابتدای درس، با ذکر 3 مثال حل شده، اهمیت استفاده از ریاضی در خلاصه سازی عبارات کلامی و 

واضح سازی معنایی که در یک عبارت نهفته است نشان داده می شود.
در »کار در کلاس« صفحه 13 از دانش آموزان خواسته شده که مشابه مثال های قبل، عبارات کلامی داده 
شده را به یک عبارت ریاضی برگردانند. لزوم کسب این مهارت برای دانش آموزان رشته های علوم انسانی و 

استدلال ریاضیدرس دوم
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معارف اسلامی در آن است که این سنخ تبدیلات یا مشابه آنها در فلسفه های متأخر )از جمله فلسفه تحلیلی( 
بسیار شایع است. از سوی دیگر در فرایند تبدیل عبارات کلامی به عبارات ریاضی، دانش آموزان قدرت 
ذهنی انتزاعی سازی مفاهیم را که در بسیاری از حوزه های علوم انسانی )مانند فلسفه، منطق و حقوق( کاربرد 

دارد و از شالوده های اصل نظریه پردازی در این حوزه هاست، فرا می گیرند.
در ادامه در صفحه 14 به یک نوع از انواع قیاس ها، که دانش آموزان رشته علوم انسانی در درس منطق 
خود فرا می گیرند، پرداخته شده است. این نوع قیاس در استدلال های ریاضی بسیار پرکاربرد است. در این 
درس مثالی از کاربرد ناصحیح این قیاس آورده شده، تا بدفهمی های رایج از ساختار این  قیاس رفع شود. 

دبیر محترم می تواند مشابه این نوع مثال ها را در کتاب منطق بیابد.
در »کار در کلاس« صفحه 15 از دانش آموز خواسته می شود که قیاس استثنایی فراگرفته را در یک 

استدلال ریاضی اجرا کند.

 پاسخ »کار در کلاس« صفحه 51 )بالای صفحه( 
  1

( )( )p q p q⇒ ∧ ⇒(p   ⇒q  ) ∧ p p  ⇒qqp

ددددد

دننند

نددند

نندند

  ٢

دو خط هیچ گاه یکدیگر را قطع نمی کنند:
p :دو خط موازی باشند ⇒ q 	
p: x   >0 ⇒ q  :x2>0 	

: :p p
∴ ∴

360
960

خطوط L1 و L2 موازی هستند
خطوط L1 و L2 هیچ گاه یکدیگر را قطع نمی کنند

	

در ادامه درس، مثالی از یک معمای کلامی آورده شده که با استفاده از یک استدلال ریاضی ساده به 
جواب آن پی می بریم. این مثال و همین طور تعمیم آن که در کار در کلاس بعدی آمده است، فقط به منظور 
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آشنایی دانش آموزان با نحوه ورود مفاهیم ریاضی در استدلال هایی است که ظاهراً ربطی به ریاضی ندارند. 
زبان ریاضی درمی آید  به  این موضوع است که چگونه خواسته مسئله وقتی  تبیین  مثال،  این  کاربرد دیگر 

واضح تر می شود. به هر حال تأکید می شود که مشابه این گونه سؤالات در ارزشیابی استفاده نشود.

 پاسخ »کار در کلاس« صفحه 15 )پایین صفحه( 
1  این حالت به »حالت بدیهی« معروف است. کافی است دو لیوان کناری ) A,C( را با یک حرکت به 

سمت بالا تغییر جهت داد تا همه لیوان ها به سمت بالا باشند. راه دیگر این است که ابتدا یکی از لیوان های 
کناری )A یا C( را همراه با لیوان B تغییر دهند که در این صورت لیوان کناری درست شده و لیوان وسطی 
)B( نادرست می شود )حرکت اوّل(. اکنون دو لیوان نادرست داریم که با یک حرکت می توان آنها را نیز 

درست کرد )حرکت دوم(.
٢  مطابق همان استدلال گفته شده در مثال حل شده بالای این کار در کلاس، هرگز نمی توان تعداد فردی 

لیوان وارونه را اصلاح کرد چراکه همواره S به اندازه یک عدد زوج تغییر می کند.

با ترتیب و توالی به کارگیری منطق  در صفحه 16 ابتدا یک اثبات ریاضی آمده است که برای آشنایی 
گزاره هاست. این نوع اثبات ها برای ارزشیابی مدنظر نیستند.

در ادامهٔ این صفحه به چند مثال از استدلال های ریاضی غلط پرداخته شده. در این بخش از درس، 
فرصتی فراهم شده تا برخی اشکالات و بدفهمی های دانش آموزان، که اغلب در برگه های امتحانی آنها وجود 
دارد، پرداخته شود. به دبیران محترم توصیه می شود که متناسب با سطح آموزشی دانش آموزان خود و با 
استفاده از اشتباهات رایج آنها در برگه های امتحانی، دانش آموزان را در تصحیح فرایند حل مسئله ریاضی 
کمک کنند. دانش آموزان باید یاد بگیرند که پس از حل هر مسئله چگونه صحت آن را از طریق استدلال  

ریاضی برای خود بررسی کنند.
در »کار در کلاس« صفحه 17 نمونه های دیگری از استدلال ها ارائه شده است که فقط یک استدلال 
از بین آنها درست است )گزینه پ(. توصیه می شود که دبیران محترم یک سؤال ساده از مطالب سال قبل را 
به دانش آموزان داده از آنها بخواهند سؤال را جواب دهند. سپس برگه های دانش آموزان، برای تصحیح، 
از  سپس  نکنند.  تصحیح  را  خود  برگه  دانش آموزان  طوری که  شود  تقسیم  آنان  میان  تصادفی  به صورت 

دانش آموزان خواسته شود درستی و نادرسی جواب داده شده در برگه را با دلیل شرح دهند.

 پاسخ تمرین های برگزیده 
1 دقت شود که درستی یا نادرستی عبارت کلامی داده شده اهمیت ندارد و تنها تبدیل آن به نماد ریاضی 
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)بدون بررسی درستی یا نادرستی این عبارت( مدّ نظر است.
	x3>7x + 5 )ب 	 x x=2 الف( 

	x3 + y3 ≥ (x + y)3 )ت 	 x y
x y

+ ≥ +1 1 پ( 

x x
x

≠ ⇒ ≥ 1
0 ث( 

دقت شود که قسمت ت و ث دارای سطح دشواری بالاتری هستند و برای ارزشیابی، سؤالاتی در این 
سطح به صلاحدید دبیر محترم می تواند مطرح نشود.

٢ دقت شود که در این گونه سؤالات، استدلال داده شده و نیز نادرستی آن اعلام شده و دانش آموز فقط 

باید دلیل نادرست بودن آن را شرح دهد.
الف( در استدلال داده شده طول و عرض دو برابر نشده است.

ب( در استدلال داده شده در فاکتورگیری اشتباه شده و از مبحث تجزیه عبارات جبری می دانیم که عدد 
4 را نمی توان فاکتور گرفت.

امکان  چون  نیست؛  مجاز  مخرج  و  از صورت   3 عدد  کردن  ساده  عمل  شده،  گفته  استدلال  در  پ( 
فاکتورگیری از عدد 3 وجود ندارد.

نمونه سؤالات ارزشیابی

1 عبارات زیر را به صورت نماد ریاضی بازنویسی کنید:

x = x2 :الف( عددی با مربع خودش برابر است.                                         پاسخ
2x + x = y :ب( دو برابر عددی به علاوه خودش، برابر با عددی دیگر است.       پاسخ
3x = y

x x= 3 ج( جذر عددی برابر مکعب خودش است.                                    پاسخ: 
٢ استدلال های زیر برای مسئله داده شده نادرست است. دلیل نادرستی آن را بیان کنید:

(a - b)2 = a2 - b2             .الف( اتحاد روبه رو برقرار است
استدلال: 

( ) ( )( )a b a b a b a ab− = − − = −2 2 ab+ b a b− = −2 2 2 	
واقع، حاصل ضرب عددی  در  بودن ضرب علامت هاست.  نادرست  استدلال،  نادرستی  دلیل  پاسخ: 
منفی در عدد منفی، مثبت است. )دبیران محترم دقت دارند که اشتباه در ضرب علامت ها از اشتباهات رایج 

دانش آموزان است که در قالب این گونه استدلال های نادرست می توان به آن پرداخت(.
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x x
x

x

+ =
2

2
ب( عبارت گویای روبه رو را ساده کنید.	

x2 x

x

+
2

x= استدلال:	

پاسخ: دلیل نادرستی استدلال، عدم امکان ساده کردن صورت و مخرج در حالت جمعی است. )دبیران 
محترم دقت دارند که این نیز از اشتباهات رایج در ساده سازی عبارات است(.



فصل 2

تابع
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نگاه کلی به فصل

ریاضی  مفاهیم  نبودن  مرتبط  تصور  ریاضی،  به درس  دانش آموزان  بی علاقه گی  علل  مهم ترین  از  یکی 
توسط  ریاضی  آموزش  در  دهه 1970 حرکتی  اوایل  از  این تصور،  با  مقابله  در  زندگی روزمره است.  با 
 "Realistic Mathematics Education" به نام ریاضیات واقعیت مدار،  فرودنتال1،  ریاضی دان هلندی، 
شکل گرفت. این تفکرّ در مقابل آموزش سنتی ریاضی است که بر انجام محاسبات عددی صرف و توجه 
اندک به کاربردهای مسئله تأکید داشت. آموزش ریاضی واقعیت مدار، بر این اعتقاد استوار است که ریاضی 

یک فرایند و فعالیت انسانی است و باید به واقعیت و مسائل جامعه متصل باشد.
از ویژگی های دیگر این حرکت نوین در آموزش ریاضی، موارد زیر است:

سمت  به  باید  بلکه  باشد،  ریاضی  شده  آماده  پیش  از  مفاهیم  منفعل  دریافت کننده  نباید  ١  دانش آموز 

فرصت هایی برای باز آفرینی ریاضی از طریق انجام دادن آن باشد.
٢  ریاضی یک فعالیت طبیعی و اجتماعی است.

٣  لازم است دانش آموز درک ریاضی خود را از طریق کار روی زمینه هایی که برای او بامعنا است، 

تجربه کند.
٤  نظام آموزش ریاضی باید در دانش آموز نسبت به محیط پیرامون خود، نگاه کنجکاوانه ایجاد کند این 

نگاه می تواند انگیزه ای برای پذیرش مسئولیت های اجتماعی در سال های آینده از سوی دانش آموز باشد.
٥  فلسفه آموزش ریاضی، رسیدن به نگاهی دقیق تر و علمی تر به پیرامون است.

به  ریاضی  مفاهیم  گسترش  و  آموزش  چگونگی  در  را  ما  مسئولیت  ویژگی ها،  این  قبول  و  شناخت 
دانش آموزان دو چندان می کند.

اهداف کلی

١  معرفی توابع ثابت، همانی، چند ضابطه ای، پلکانی و قدر مطلق؛

2  شناخت این توابع در مسائل واقعی و کاربرد های آنها؛

3  مدل سازی مسائل واقعی و تفسیر نمودار توابع و ارتباط آنها با دنیای واقعی؛

4  نگاه علمی به حل مسائل؛

5  آشنایی با روش »حل مسئله« و طرح مسائل »باز پاسخ«؛

6  آشنایی با چهار عمل جمع، تفریق، ضرب و تقسیم میان توابع.

Ferodental ــ1
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نقشه مفهومی

تابع

انواع توابع

تابع ثابت

مهارت در 
تشخیص تابع 
ثابت و رسم 

مهارت در نمودار آن
تشخیص تابع 

چند ضابطه ای و 
رسم نمودار آن

مهارت در 
تشخیص تابع 
همانی و رسم 

نمودار آن

درجه دومخطی

تابع پلکانیتابع همانیتابع چند ضابطه ای

تابع جزء صحیح

تابع علامت

تابع قدر مطلق

مهارت در 
رسم نمودار به 
کمک تعریف 

قدر مطلق

مهارت در 
رسم نمودار 

به کمک روش 
انتقال

اعمال بر روی توابع

مهارت در انجام چهار عمل اصلی بر روی 
توابع و تعیین دامنه آن

به فرم ضابطه ایبه فرم زوج مرتب
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دانستنی های معلم

 تاریخچه مختصر حل مسئله 
سال 1945 میلادی را می توان نقطه عطفی در تاریخ حل مسئله به شمار آورد. در این سال، اثر بزرگ 
جورج پولیا1 به نام »چگونه مسئله را حل کنیم« منتشر شد که منشأ تحول عظیمی در آموزش ریاضی، به ویژه 

در دوره های آموزش عمومی در سطح جهان گشت.
آموزش ریاضی و حل مسئله، کم و بیش مورد توجه آموزشگران ریاضی بوده است، هرچند نمی توان 
شروع دقیقی را برای آموزش ریاضیات ذکر کرد، اما شاید بتوان سقراط را اولین کسی دانست که با این 
روش، به آموزش مفاهیم ریاضی پرداخت. تأثیر سقراط بر حل مسئلهٔ ریاضی به حدی بود که به گفتهٔ پولیا بر 

»روش حل مسئله«، نام »روش سقراطی« نیز نهادند.

 حل مسئله به عنوان استراتژی در تدریس 
استراتژی حل مسئله از دیدگاه جورج پولیا در چهار مرحله زیر صورت می گیرد:

١  درک و فهم مسئله. )در مسئله چه چیز خواسته شده است؟(

ارتباط  و  پیوسته اند  به هم  مسئله چگونه  مختلف  نقشه. )اجزای  طراحی  و  مسئله  عمیق تر  2  شناخت 

مجهول با داده های مسئله از چه قرار است؟(
3  اجرای نقشه برای حل مسئله. )این مرحله در گرو اجرای درست مراحل 1 و 2 است. در حقیقت، 

کار عمده در حل مسئله، دست یافتن به تصور اندیشه ای درباره نقشه واجرای آن است.(
4  دوباره نگری )بازگشت به عقب( و کنترل اجرای صحیح نقشه.

برای  نتیجه، جست وجو  موارد است: تصدیق  این  مانند  فعالیت هایی  پولیا، شامل  دوباره نگری  مرحله 
روش های بدیل حل ها، مشخص ساختن اعتبار یک بحث، به کار بستن نتیجه یا راه حل مسئله در مسئله های 

دیگر، تفسیر نتیجه، تعمیم راه حل ها و تولید مسئله های جدید برای حل.
شاید مهم ترین جنبهٔ تدریسِ حل مسئله، دوباره نگری باشد؛ زیرا برای دانش آموزان، فرصت یادگیری را 

دربارهٔ فرایندهای حل مسئله و اینکه مسئله چگونه با سایر مسئله ها مرتبط است، ایجاد می کند.

 مدل ساده ای از فرایند حل مسئله ریاضی 
در این مدل فرایند حل مسئله دارای سه گام است:

با مسئله ای شروع می شود که در قالب جملاتی از واقعیت فیزیکی روزانه قرار دارد. مسئله  گام اول 
George Polia ــ1
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حل کن ابتدا در جهت A، مسئله را به جملات انتزاعی ریاضی ترجمه می کند؛ یعنی یک بازنمایی ریاضی 
برای مسئله پیدا می کند. سپس از طریق این بازنمایی )در جهت B( به یک حل ریاضی برای مسئله می رسد. 

سرانجام آن راه حل را از طریق C، به مسئله اصلی بر می گرداند.

نمونه سؤال های ارزشیابی

١ اگر f ={(-2,1),(3,4),(2,-5),(1,1)} و g ={(5,-2),(3,-7),(1,0)} باشد، آن گاه مجموعه های 

f را بیابید.
g

f + g و f - g و f.g و 

2 اگر f ={(-3,1),(5,-2),(2,2)} و g ={(5,1),(1,-1),(2,-5)} باشد، آن گاه مجموعه های 3f- و 

f را بیابید.
g

5

2
5f     - 2g و (4g-).(     2f-) و 

 (f   +g)(3) + (f   -g)(-2) باشد، مقدار عبارت ( )
x

g x
x

− ≥
=  <

3 2

5 2
) و  )

x
f x

x

≥
= − <

7 2

6 2
3 اگر 

را بیابید.

) باشد، مقدار (5)(f   .g) را حساب کنید. )g x x= − +5 7 ) و  )f x x= − +5 3 4 اگر 

) را بیابید. ) ( )f f+ 1
3

2
) باشد، مقدار  )

x x
f x

x x

 − ≥= 
+ <

2

2

2 1

4 1 1
5 اگر 

) و f  (-3) = 5 باشد، مقدار f  (a) را حساب کنید. )
x x

f x
ax x

− + ≥
=  − <

2 1 1

1 1
6 اگر 

A

B

C

دنیای ریاضی
بازنمایی ریاضیراه حل ریاضی

مسئله دنیای واقعیراه حل واقعی مسئله
دنیای واقعی
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7 ضابطه نمودار تابع مقابل را بنویسید.

8 نمودار تابع زیر را رسم کنید.

( )
x

f x x x

x x

<
= − ≤ <
 + ≥

1 0

2 0 2

3 2 	
9 علت تابع نبودن نمودارهای پیکانی زیر را بیان کنید.

ب(  الف(     	

10 نوع هر یک از توابع زیر را مشخص کنید. )ثابت، همانی، قدر مطلق(

الف(    	 ب(   	   	

ج( 		

-1

2

1

x

y

c

a

b

b

e

a

b

c

d

−2

2

2

−1

−10
2

1

1

−1

0

1 −1

0

1

−2

2

2

−1

−10
2

1

1

−1

0

1 −1

0

1

−2

2

2

−1

−10
2

1

1

−1

0

1 −1

0

1
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11 الف( کدام یک از نمودارهای زیر معرف یک تابع هستند؟ چرا؟

ب( برای نمودارهایی که تابع هستند، یک داستان بنویسید.

12 در تابع با ضابطه f   (x) = 5x2+k x - 7، اگر f  (2) = 19 باشد، مقدار k را حساب کنید.

.f  (-1) = 4 را چنان بیابید که m باشد، مقدار f   (x) = m x2-(m   +3)x + m   -  5 13 اگر

14 نمودار تابع زیر از کدام ناحیهٔ محورهای مختصات عبور نمی کند؟

( )f x x= − − +2 2 	
( )g x x= + −4 3 	

15 نمودار توابع زیر را رسم کنید.

( )f x x= − − +1 2 	
( )g x x= − +3 2 	
( )h x x= −5 2 	
( ) = − +u x x4 3 	
( )v x x= + −2 1 3 	
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y، انتقال هایی از آن داده شده و نمودار دیگری رسم  x= 16 در شکل های زیر، علاوه بر نمودار تابع 

شده است. ضابطه تابع هر نمودار را بنویسید.

2

-2

0
x

y

3

-2

0
x

y

-1
0

x

y

2

-2

0
x

y

3

-2

0
x

y

-1
0

x

y

2

-2

0
x

y

3

-2

0
x

y

-1
0

x

y

) همانی باشد، حاصل a3 - ab را به دست  )( ) ,a b x bx
f x x

x
+ −= ≠ −

+

2

2
2

17 اگر تابع با ضابطه 

آورید.

18 اگر تابع با ضابطه f ={(-1,  x   + 2y),(0,3),(2,  -x   +  y)} ثابت باشد، مقادیر x و y را به دست آورید.

19 درستی یا نادرستی گزاره های زیر را بررسی کنید.

. ( )( ) f
f = 1

2
4

الف( اگر f   (x) = 3x - 2 باشد، آن گاه 
ب( دامنه تابع ثابت f   (x) = - 1، مجموعه اعداد حقیقی است.

ج( تابع همانی، تابعی است که برد آن شامل یک عضو است.
د( اگر دامنه یک تابع ثابت، مجموعهٔ اعداد حقیقی باشد، آن گاه حاصل f   (x) - f   (- x) برابر صفر است.

ج(

ب(الف( 

y x=y x=

y x=
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داده   f ضابطه ای  چند  تابع  نمودار   20

سپس  بنویسید،  را  آن  ضابطه  است.  شده 
) و f  (2) را به دست  )f − 3

2
مقادیر f  (0) و 

آورید.

الف( 

ج( 

ب(

-3 -1 1 3

-3

-1

0

1

3

x

y

21 کدام یک از توابع زیر پلکانی هستند؟ چرا؟

31 62 93 1240

1

2

3

4

x

y

3035 9560 90 120

-1

0

1

2

x

y

1 2 3 4

-1

0

1

x

y

31 62 93 1240

1

2

3

4

x

y

3035 9560 90 120

-1

0

1

2

x

y

1 2 3 4

-1

0

1

x

y

31 62 93 1240

1

2

3

4

x

y

3035 9560 90 120

-1

0

1

2

x

y

1 2 3 4

-1

0

1

x

y
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x، حاصل عبارت های زیر را بیابید. = 1

4
22 به ازای 

[ ]x − =3 	
[ ]x− =5 	
[ ]/x + =4 1 1 	
[ ] [ ]x x+ − = 	

[ ]x x− = 	

) را در دستگاه مختصات رسم کرده و با  )f x x= 2 ) و  )f x x= ) و  ) | |f x x= 1

2
23 نمودار توابع 

یکدیگر مقایسه کنید. چه نتیجه ای می گیرید؟

f را به همراه دامنه آنها مشخص کنید.
g

f
g

24 برای هر تابع داده شده، ضابطهٔ توابع f + g و f - g و 

g   (x) = 1-  x2 و f   (x) = x2- x + 3 )الف
g   (x) = x -  2 و ( )f x

x
=

+
1

3
ب( 

) به صورت زیر باشد، ضابطهٔ تابع f   (x) را به دست آورید. )( )g
x

f
25 اگر g   (x) = x2 -  1 و نمودار تابع 

-3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

x

y
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26 ضابطه تابع و نمودار آن را کامل کنید.

( )
x x

f x

x

− ≥
= 
 − < ≤ −

3 1 0

2

4 2





27 به کمک نمودارهای رسم شدهٔ توابع f و g، نمودار تابع f + g را ابتدا در نقاط داده شده مشخص 

کنید. سپس نمودار کلی تابع f + g را به کمک ضابطهٔ آن و نیز نقاط مشخص شده از تابع، رسم کنید.

0

2

4

x

y

−2−4

-2 -1 1 2

-2

-1

0

1

2

x

y

x

y

x

y

x =1
x =2

x =0
x = -2

-2 -1 1 2

-2

-1

0

1

2

x

y

x

y

x

y

x =1
x =2

x =0
x = -2

-2 -1 1 2

-2

-1

0

1

2

x

y

x

y

x

y

x =1
x =2

x =0
x = -2

( ) ( )f x x= − 21

( )g x = −2

( )g x x= −

( ) ( )f x sign x=

( )g x x= − −2 1

( )f x x= +2 1

الف( 

ب(
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) با دامنه x ≤ 2 >1- را درنظر  ) [ ]= −g x x 2 ) با دامنه x ≤ -1 >3- و تابع  )f x x= −2 28 تابع 

) را رسم کنید. )( )
( )

f x
h x

g x
= بگیرید. نمودار تابع 

29 در هر یک از زوج مرتب های زیر، n   ∈  N را به گونه ای تعیین کنید که زوج مرتب داده شده روی 

نیمساز ناحیه های دوم و چهارم باشد.
(4,   n2-7n   +8) 	
(-3n+4,   n2-2n    +2) 	

30 ضابطهٔ توابع f   (x)   =  x2-   x     -  2 و g   (x) = x    -  2 را درنظر بگیرید. مقادیر توابع وزنه های روی کفه های 

ترازو را به ازای x =  1 حساب کنید. چرا کفهٔ سمت راست ترازو سنگین تر است؟

ج( 

-2 -1 1 2

-2

-1

0

1

2

x

y

x

y

x

y

x =1
x =2

x =0
x = -2

-2 -1 1 2

-2

-1

0

1

2

x

y

x

y

x

y

x =1
x =2

x =0
x = -2

-2 -1 1 2

-2

-1

0

1

2

x

y

x

y

x

y

x =1
x =2

x =0
x = -2

( ) ( )f x x= − 21

( )g x = −2

( )g x x= −

( ) ( )f x sign x=

( )g x x= − −2 1

( )f x x= +2 1

g −1

g f+

f g+g f×

f g×

g
f

f
g

g

1

f

1
f g− +1

g f−

f−
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31 جدول زیر میزان »کیلو وات ساعت« برق مصرفی یک خانه را در سی روز نشان می دهد. نمودار 

پلکانی هزینه برق )ريال( را بر حسب مصرف سی روزه )کیلو وات ساعت( رسم کنید و به کمک آن، مقدار 
هزینهٔ کل برق مصرفی این خانه را محاسبه کنید.

مبلغ 30 روزهمصرف 30 روزهنرخ )ريال(پله های مصرف 30 روزه

40210040200مصرف 0 تا 100

55010055000مازاد بر 100 تا 200

114076/1386779مازاد بر 200 تا 300

229000مازاد بر 300 تا 400

279000مازاد بر 400 تا 500

370000مازاد بر 500 تا 600

410000مازاد بر 600

32 اگر هزینه پارکینگ فروشگاهی، در یکی از روزهای ماه مرداد، براساس مدت زمان سپری شده از 

لحظه بازگشایی فروشگاه از ساعت 7 صبح، از تابع زیر پیروی کند، )ساعت کار این فروشگاه از 7 صبح تا 9 
شب است( با رسم نمودار تابع، هزینه پارکینگ هر خودرو را، با توجه به ساعت و زمان ورودش به پارکینگ، 

به کمک نمودار تابع محاسبه کنید )هر واحد بر روی محور y ها معادل 1000 تومان است.(.
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33 با توجه به مشخصهٔ محورهای x و y در دستگاه مختصات، 

برای حالت زیر، نوع تابع را تعیین و نمودار آن را رسم کنید.
»در روز کتاب و کتاب خوانی، در یک مدرسه، علی، محمد، 
رضا و حسین هر کدام یک کتاب به کتابخانهٔ مدرسه هدیه دادند.«

ب 
کتا

اد 
تعد

نام دانش آموز
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اهداف درس اوّل

1 یادآوری مفاهیم تابع، دامنه و برد و روش های مختلف نمایش تابع؛

٢ معرفی تابع های ثابت، چند ضابطه ای و همانی و شناخت آنها در مسائل واقعی؛

٣ تأثیر و توجه به دامنه تابع در رسم نمودار تابع؛

٤ تشخیص متغیر مستقل و وابسته در هر مسئله با توجه به واحد های معرفی شده برای محورهای مختصات؛

٥ مهارت مدل سازی مسائل واقعی به کمک تابع و مهارت تحلیل نمودار یک تابع با مسائل واقعی؛

٦ آشنایی با روش »حل مسئله«؛

٧ ارتباط و کاربرد شاخه های گوناگون دانش ریاضی با یکدیگر، مانند ارتباط آمار و تابع.

روش تدریس

موضوع »فعالیت« و »کار در کلاس« اوّل، مفاهیم تابع و دامنه و برد آن است که برای یادآوری مطالب 
کتاب سال دهم آورده شده است. در کار در کلاس صفحه 23، سؤال مرتبط با دروس ادبیات و جغرافی 
با دروس دیگر است که می تواند  ارتباط دادن درس ریاضی  انسانی طرح شده است و هدف،  رشته علوم 
موجب افزایش رغبت یادگیری در دانش آموز شود. هدف از تمرین 2 قسمت دوم در صفحه 24 کتاب یافتن 
ضابطه تابع است. دانش آموز می تواند از دو مجموعه سه عضوی دامنه وبرد، به دلخواه، دو نقطه انتخاب 
کند و ضابطه تابع خطی آن را بنویسد؛ مثلاً اگر دو نقطه (0,0) و (6  ,2) را درنظر بگیرد، در این صورت 
تا  یادآوری مطالب سال گذشته است  تمرین،  این  از  بود. هدف  f   (x) = 3x خواهد  به صورت  تابع  ضابطه 
دانش آموزان، با کمک ضابطه و دامنه تابع، برد آن را بیابند و سپس نمودار تابع را رسم کنند. برای معرفی 
از مسئله کاربردی و  پارکینگ استفاده شده است که مدلی  از مسئله  ثابت، چند ضابطه ای و همانی،  تابع 
واقعی است. در ابتدای این مسئله بیان شده که مدیران این فروشگاه، بر اساس اطلاعات ورودی خودروها 

توابع ثابت، چند ضابطه ای و همانیدرس اوّل
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به دلیل تغییرات کم از روز شنبه تا چهارشنبه و  به پارکینگ، برای هزینه حاصل از آن تصمیم گرفته اند. 
تغییرات زیاد در دو روز پایانی، از دو یا سه مدل ریاضی استفاده شده است. مدل برای روز شنبه تا چهارشنبه 
این گونه است که مطابق جدول 2، هزینه پارکینگ، با توجه به میانگین خودروهای ورودی، دریافت می شود 
و با استفاده از آن، تابع ثابت و تابع چند ضابطه ای معرفی شده است.همچنین در زیرنویس معرفی تابع ثابت، 
میانگین  نکرده است. چون  تغییر محسوسی  هفته  اولین  میانگین ورودی خودرو در  که  نوشته شده است 
وجود  بالا  به  برای 700  هزینه  نوشتن  برای  دلیلی  نبوده،  بالای 700  تا چهارشنبه  شنبه  از  ماشین  ورود 
نداشته است. مدل روز پنجشنبه برای معرفی تابع همانی است. در توضیح این مدل، نوشته شده است که، به 
دلیل افزایش مرتب خودروهای ورودی در این روز، مدیران فروشگاه تصمیم گرفتند از یک مدل تابع خطی 

استفاده کنند که تابع همانی است.
در »کار در کلاس« صفحه 26 و »فعالیت« صفحه 27، رسم نمودار تابع خواسته شده است. هدف از 
آن، مهارت یافتن دانش آموزان در تشخیص این امر است که نمودار تابع چه موقع به صورت نقطه ای و چه 
موقع به صورت خطی رسم می شود. در نمودار »کار در کلاس« صفحه 26، مشخصه محور x ها بر حسب 
n امین ساعت است، که در اینجا واحد زمان مشخص و بر حسب ساعت است و واحدهای دیگر زمان را 
بنابراین، در رسم نمودار، ساعت به ساعت را به صورت نقطه به نقطه رسم می کنیم. در  شامل نمی شود؛ 
نمودار »فعالیت« صفحه 27، مشخصه محور x ها بر حسب مدت زمان است که می تواند بر حسب ساعت 
یا واحدهای کوچک تر زمان باشد؛ پس شامل همه واحدهای زمان است و نمودار آن به صورت خطی رسم 

می شود.
در قسمت 1 »کار در کلاس« صفحه 28، نمودار تابع با توجه به مشخصه محور x ها که بر حسب n امین 
ساعت است، به صورت نقطه ای رسم می شود. در قسمت 2، با توجه به ضابطه تابع و اطلاعات جدول 1 در 

روز چهارشنبه، درآمد توقفگاه فروشگاه به صورت زیر خواهد بود:
500*180+1000*270+1500*350+2000*490+2500*570+3000*680=5330000

در قسمت 1 »فعالیت« صفحه 29، مفهوم قسمت هایی که نمودار تابع ثابت است، توقف قطار در ایستگاه 
را نشان می دهد.
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توصیه آموزشی

واحدهای  یادگیری  مفهوم  یادگیری  دانش آموزان،  به  ریاضی  آموزش  در  مهم  بسیار  مفاهیم  از  یکی 
اهداف مهم  از  یکی  اشاره شده است.  آن  به  محورهای مختصات است که در کتاب NCTM،به وضوح، 
تمرین 1 صفحهٔ 31 کتاب، علاوه بر درک بیشتر دانش آموزان از انواع توابع مانند تابع ثابت و... و درک این 
نکته است که در زندگی روزمره نیز، به سادگی، با این مفاهیم در ارتباط هستیم. توصیه مهم، شناخت و تأکید 
بر معرفی محور x ها و محور y ها است؛ یعنی دانش آموزان توجه کنند که هر دو محور مختصات چه مفهومی 
را مطرح می کند؛ مثلاً در قسمت الف، با توجه به توضیح سؤال، زمانی که محور x ها، تعداد دانش آموزان 
و محور y ها، تعداد نهال تعیین شده است، نمودار آن، یک تابع همانی را نشان می دهد؛ زیرا نقاط نمودار 
بر اساس یک دانش آموز، یک نهال، دو دانش آموز، دو نهال و... مشخص می شوند. حال درنظر بگیرید 
در همین قسمت الف، نامگذاری محور x ها را بر اساس نام دانش آموز تغییر دهیم. در این حالت، برای نام 
هر یک از دانش آموزان، یک درخت مشخص می شود؛ مثلاً علی یک درخت، احمد یک درخت و... که 
نمایش نمودار آن، تابع ثابت را مشخص می کند. این، مفهومی است که معلمان به سلیقه خود می توانند در 

کلاس به آن بپردازند.

اشتباهات رایج دانش آموزان

یکی از اشتباهات رایج دانش آموزان، مربوط به تشخیص رسم نمودار به صورت نقطه ای یا خطی است؛ 
زیرا:

 به تأثیر دامنه در رسم نمودار تابع توجه ندارند؛
 در نمودار توابع، به مشخصه ای که برای محور x ها و محور y ها تعیین شده است، دقت نمی کنند.
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اهداف درس دوم

1 معرفی تابع پلکانی و شناخت آن در مسائل واقعی؛ 

٢ مفهوم سطح زیر نمودار یک تابع با توجه به متغیر مستقل و وابسته؛ 

٣ معرفی تابع جزء صحیح و رسم آن؛ 

٤ معرفی تابع قدرمطلق و کاربرد آن برای توصیف و تحلیل دقیق و علمی مسائل پیرامون؛ 

٥ تبدیل تابع قدر مطلق به دو ضابطه و برعکس؛ 

٦ مدل سازی مسائل واقعی به کمک تابع پلکانی و تابع قدرمطلق؛ 

٧ رسم نمودار توابع قدرمطلق. 

روش تدریس

برای معرفی تابع پلکانی، از مسئله قبض برق استفاده شده و جدول مربوط به آن، یک نمونه واقعی از قبض برق را 
نشان می دهد. در فعالیت صفحه ٣٥، به کمک نمودار پلکانی رسم 
شده، هزینه برق مصرفی یک خانه خواسته شده است. قسمت ١، 
هزینه ١٠٠ کیلووات برابر ٤٥٠٠ = ٤٥٠ × ١٠٠ است و قسمت 
٢، مساحت قسمت هاشور خورده، بیانگر هزینه مصرف ١٠٠ 
تا ٢٠٠ کیلووات ساعت است. قسمت ٣، با توجه به مساحت 
برابر  خانه  مصرفی  برق  کل  هزینه  زیر،  نمودار  هاشورخورده 
 ٤٦+ ٥٢٥ ×١٠٠+٤٥٠×١٠٠/23× ١٤٩٥٠٨ = ١١٢٥/75

است. 
در  دانش آموزان  یافتن  مهارت  مسئله،  این  از طرح  هدف 

توابع پلکانی و قدر مطلقیدرس دوم
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محاسبه مسائل واقعی )مانند محاسبه هزینه برق خانه در یک ماه( است و اینکه نمودار هزینه برق مصرفی خانه 
در سی روز به صورت پلکانی است. 

سؤال ١ »کار در کلاس« صفحه ٣٦ یک مدل ریاضی برحسب تعداد  روزها در ماه های سال است که یک 
تابع دوازده ضابطه ای است. حل سؤال ٢ قدمی در جهت درک مدل سازی مسائل واقعی محیط پیرامون 
به کمک علم ریاضی است و هدف از آن نیز مهارت یافتن دانش آموزان در تشخیص نوع نمودار تابع در 
به چراغ راهنمایی و رانندگی سه حالته است.  تابع اول، مربوط  نمودار  توصیف یک پدیده واقعی است. 
محور xها بیانگر زمان و محور y ها بیانگر تعداد رنگ چراغ راهنمایی است. در صورت مسئله چراغ سه 
حالته، به هرکدام از حالت ها یک عدد نسبت می دهیم. بدیهی است که عدد نسبت داده شده اهمیتی ندارد و 
نکته مهم، نسبت دادن سه حالت قرمز، زرد و سبز به سه عدد حقیقی است. نمودار تابع دوم، مربوط به ساعت 
شنی است. وقتی شن با سرعت ثابت در درون مخروط می ریزد، حجم شن در هر دقیقه اضافه می شود. 
واضح است که حجم شن درون مخروط، تابع خطی برحسب زمان است. نمودار تابع سوم، مربوط به پرنده 
داخل ساعت است؛ پرنده ای که فقط رأس هر ساعت بیرون می آید و در بقیه زمان ها، درون ساعت است. 
ذکر این نکته مهم است که در این تمرین، علاوه بر توجه به مفهوم محور xها در هر حالت، باید به مفهوم برد 
تابع، یعنی مجموعه مقادیری که y اختیار می کند توجه کنیم. دقت به خروجی هریک از مثال های مطرح شده، 
با توجه به توضیحات سمت راست در کنار هرشکل، مشخص می کند که مثلاً در شکل دوم، تنها دو حالت 
برای پرنده وجود دارد: درون ساعت و بیرون ساعت؛ یعنی برد تابع، تنها شامل دو عدد حقیقی است. در 
مثال چراغ راهنمایی و رانندگی نیز، با گذر زمان یعنی دامنه، رنگ چراغ، یعنی برد، سه حالت دارد: سبز، 
زرد و قرمز که می تواند با سه عدد حقیقی مشخص شود؛ بنابراین، در این حالت گزینه ای صحیح است که 
برد تابع آن شامل سه جواب باشد. با همین روش، یعنی توجه به جواب تابع، نمودار تابع مربوط به ساعت 
شنی نیز مشخص می شود. به طور خلاصه یکی از اهداف مهم این تمرین، بررسی مفهوم برد تابع و نقش آن 

در تفسیر نمودار تابع است. 
برای آشنایی دانش آموزان با تابع جزء صحیح، فعالیتی مطرح شده است تا دانش آموزان، با تعیین مکان 

عدد بر روی نمودار، به درک بهتری از مفهوم جزء صحیح برسند. 
تابع قدرمطلق، مسئله ای در مورد وزن  با  در »فعالیت 1« صفحه ٤٠ کتاب برای آشنایی دانش آموزان 
استاندارد مطرح و نمودار آن با توجه به مفهوم مسئله، رسم شده است. با نتیجه گیری از آن و تفسیر جواب، 
به تعریف تابع قدرمطلق می رسیم. در صفحه ٤١ »فعالیت ٢« مسئله، مربوط به افتتاح یک پل روی رودخانه 
سیمینه رود در استان آذربایجان غربی است. یکی از اهداف طرح این مسئله، بیان اهمیت محیط زیست کشور 
است. همچنین تصویر زمینه شروع فصل تابع، مرتبط با همین مسئله انتخاب شده است. در قسمت الف، 



39فصل دوم: تابع

نمودار تابع جریمه برحسب زمان به صورت نقطه ای رسم می شود؛ زیرا در مسئله ذکر شده، تحویل این پروژه 
 ( ) ,f n n n N= − ∈4 به ماه تحویل بستگی دارد، نه به روز. قسمت ب، با توجه به نمودار، ضابطه تابع 
است. در قسمت ج، اگر پیمانکار، چهار میلیون جریمه پرداخت کند، پروژه در ماه های آبان ٩٥ یا اسفند ٩٤ 
پایان می یابد؛ چون چهار ماه اختلاف با زمان تحویل پروژه دارند. پاسخ این پرسش به کمک نمودار داده 
) و برای ماه اسفند ٩٤،  )f = − =8 8 4 4 شده و ضابطه تابع قدرمطلق به دست آمده، برای ماه آبان ٩٥، 

) است.  )f = − =0 0 4 4

در »کار در کلاس« همین صفحه، مشخصه محور x ها در نمودار تابع برحسب زمان تحویل است؛ یعنی 
در این سؤال تحویل پروژه به روز هم، بستگی دارد. در قسمت الف، اگر پروژه در ماه دوم تحویل داده 
با زمان تحویل پروژه، جریمه ای پرداخت  به ازای هر زمان اختلاف  پیمانکار جریمه نمی شود، ولی  شود، 
برای هر  تابع،  نمودار  براساس  می کند. در قسمت ب، ضابطه هر خط خواسته شده است. دانش آموزان 
خط، دو نقطه انتخاب کرده، سپس شیب خط را حساب می کنند و معادله خط را می نویسند که به صورت 
y, می نویسند. در قسمت ج، به کمک تعریف تابع قدرمطلق،  x x= − + <2 4 2 y, و  x x= − ≥2 4 2

) می نویسند. در قسمت د، شیب خط مثبت باشد،  )f x x= −2 4 دو ضابطه را با یک ضابطه به صورت 
یعنی تأخیر در زمان تحویل پروژه و شیب خط منفی باشد، یعنی تحویل زودتر از موعد مقرر انجام شده است، 

که هردو حالت موجب خسارت به صاحب کار )وزارت راه( است. 
است.  قدرمطلق  تعریف  به  توجه  با  قدرمطلق  تابع  رسم  نحوه  مورد  در  کتاب،   ٤٢ صفحه  مسئله  حل 
توجه  با  را  مطلقی  قدر  تابع  ابتدا ضابطه  دانش آموزان  دارند.  آشنایی  تعریف  این  با  نهم  پایه  دانش آموزان 
که  محدوده ای  براساس  را  هرخط  سپس  می نویسند.  دوضابطه ای،  تابع  به صورت  مطلق،  قدر  تعریف  به 
تابع قدر مطلق رسم می شود در همین صفحه، هدف »کار در  به این طریق، نمودار  دارد. رسم می کنند و 
کلاس«، آموزش روش انتقال برای رسم نمودار قدرمطلق است. در قسمت الف، دانش آموز، نمودار تابع 
y را با کمک تعریف قدر مطلق رسم می کند. در قسمت ب، مختصات قسمت الف، نمودار تابع  x= −4

y رسم می شود. در قسمت ج، از دانش آموزان خواسته شده تا نتیجه گیری خود را تشریح کنند. هدف  x=

از این سؤال، این است که دانش آموزان، برای رسم نمودار تابع، مراحلی را طی کرده و سپس خودشان 
روش انتقال برای رسم نمودار تابع را نتیجه بگیرند و به درک بهتری برسند. برای قسمت د، دانش آموزان 
می توانند به کمک روش انتقال، نمودار را رسم کنند. برای قسمت هـ نیز پیشنهاد می شود مثل مراحل رسم 
y را با توجه  x= نمودار قسمت الف عمل شود تا دانش آموزان بعد از رسم نمودار، نحوه انتقال نمودار تابع 

به ضابطه تابع داده شده به خوبی درک کنند. 
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به  y هستند،  x h= − و   y x k= + به فرم  تابع های قدرمطلقی که  نمودار  این است که  هدف کتاب 
y کافی  x k= + کمک روش انتقال رسم شوند. همان طور که می دانید، برای رسم تابع قدرمطلق به فرم 
است نمودار تابع به اندازه k واحد در راستای عمودی جابه جا شود. اگر ٠ > k، انتقال نمودار به سمت بالا 
y کافی است  x h= − و اگر ٠ < k ،  انتقال نموداربه سمت پایین است و برای رسم تابع قدرمطلق به فرم 
نمودار تابع به اندازه h واحد در راستای افقی جابه جا شود. اگر ٠ > h، انتقال نمودار به سمت راست 

و اگر ٠ < h، انتقال نمودار به سمت چپ است. 
y، بهتر است آموزش از روش حل مسئله در  ax b= + برای رسم نمودار تابع های قدرمطلق به فرم 

صفحه ٤٢ کتاب، که کمک گرفتن از تعریف قدرمطلق می باشد، انجام گیرد. 
در این مبحث نمی خواهیم وارد قوانین قدر مطلق و جزء صحیح شویم. هدف درس تنها آشنایی با مفهوم 

این توابع است.

اشتباهات رایج دانش آموزان 

 ممکن است برخی دانش آموزان، برای پیدا کردن جزء صحیح اعداد اعشاری منفی، بدون استفاده 
با مشکل مواجه شوند؛ یعنی عدد اعشاری منفی را میان دو عدد صحیح، متوالی، ولی  از محور اعداد، 
جابه جا درنظر می گیرند؛ مثلاً برای پیدا کردن جزء صحیح عدد 3/2-، این عدد را بین اعداد ٣- و ٤- تصور 

می کنند، ولی به مکان این اعداد روی محور اعداد توجه نکرده، مقدار جزء صحیح را ٣- می نویسند. 
 ممکن است برای رسم نمودار تابع قدرمطلق از روش انتقال، جابه جایی نمودار در راستای افقی یا 

عمودی را اشتباه کنند. 
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اهداف درس سوم 

1 آشنایی با تعیین دامنه در اعمال میان توابع؛ 

٢ آشنایی با اعمال میان توابع به کمک ضابطه توابع؛ 

٣ آشنایی با اعمال میان توابع به کمک زوج مرتب ها و رسم نمودار آنها؛ 

٤ نگاه علمی به حل یک مسئله در خانواده و اجتماع. 

روش تدریس 

این درس با فعالیتی شروع شده که دانش آموزان با حل آن، به راحتی مفهوم جمع دو تابع را، با توجه به 
دامنه اشتراکشان، درک خواهند کرد. هدف، درک معنادار مفهوم جمع دو تابع در مسائل واقعی است. 

در قسمت الف سؤال 1 »کار در کلاس« صفحه ٤٧ کتاب، دانش آموزان ابتدا نمایش پیکانی را با توجه به 
جدول هایی که در فعالیت داده شده، نشان می دهند. در قسمت ب، به اشتراک سبک فیلم موردعلاقه هریک 
تأکید شده و هدف آن توجه دادن دانش آموزان به دامنه دو تابع، قبل از انجام عمل جمع میان آنهاست و پاسخ 
آن، تابع })١٨٠٠٠ و علمی ــ تخیلی( و )١٨٠٠٠ و اجتماعی({ است. در قسمت ج چون در روز دوشنبه، 

علیرضا و مادرش به دیدن یک فیلم می روند، پس هزینه ١٨٠٠٠ تومان است. 
در قسمت الف از سؤال ٢، نمایش زوج مرتبی همه اعضای خانواده، به صورت زیر است: 

})30٠٠٠ و اجتماعی( و )30٠٠٠ و تاریخی( و )30000 و دفاع مقدس({ = پدر علیرضا 	
})30٠٠٠ و تاریخی( و )30٠٠٠ و دفاع مقدس( و )30000 و کمدی({ = مادر علیرضا 	
} )24000 و تاریخی({ = علیرضا 	
} )15000 و تاریخی( و )١٥٠٠٠ و کمدی({ = مریم 	

کردن  پیدا  ابتدا  هدف،  است.  تومان   ٩٩٠٠٠ برابر  روز،  این  در  علیرضا  هزینه  میزان  ب،  قسمت  در 

اعمال بر روی توابع درس سوم
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اشتراک دامنه ها است. در اینجا اشتراک علاقه همه اعضای خانواده، تئاتر سبک تاریخی است، و سپس 
جمع هزینه های بلیت هر چهار نفر برای تماشای تئاتر سبک تاریخی است. 

در صفحه ٤٨ کتاب، با مطرح کردن پرسشی، از دانش آموزان خواسته شده تا یافته های خود از انجام 
فعالیت در مورد چگونگی شرایط جمع دو تابع را بنویسند. هدف، کسب مهارت دانش آموزان در توصیف 
و تجزیه و تحلیل است. سپس از نتیجه ای که از انجام فعالیت گرفته شده، به مفهوم جمع دو تابع می رسند. 
مثالی نیز از دو تابع به فرم زوج مرتبی آورده شده تا دانش آموزان با حل آن، مفهوم جمع دو تابع را بهتر درک 

کنند. 
در صفحه ٤٩ کتاب، فعالیتی مطرح شده تا دانش آموزان با انجام آن، با اعمال تفریق، ضرب و تقسیم میان 
تابع نیز آشنا شوند. دو تابع به فرم ضابطه ای داده شده و دانش آموزان اعمال جمع، تفریق، ضرب و تقسیم را 
انجام می دهند، سپس مقادیر توابع حاصل را به ازای ٢ = x که نماد وزنه های کفه های ترازو هستند، به دست 
می آورند. دلیل برابری دو کفه ترازو این است که مجموع وزنه های هر دو کفه ترازو 17 است. با مقایسه 

وزنه های دو کفه ترازو، نتیجه ای که از این پاسخ می گیریم این است که: 

و   f f f+ = =1 2 3 6 و   f
f

f
= =2

8
1

1 و   f
f

f
= =1

7
2

1 و   f f f= − =4 1 2 0 و   f f f= × =6 1 2 9

f f f− = =2 1 5 0

در سؤال ١ »کار در کلاس« صفحه ٥٠ کتاب، دو تابع به صورت ضابطه ای آورده شده و دانش آموزان 
به ازای ٢ = x، مقادیر توابع در شکل نمودار درختی را حساب می کنند. هدف از طرح سؤال به این شکل، 
ایجاد افزایش علاقه برای دانش آموزان در انجام محاسبات است. در سؤال ٢، دو تابع به فرم زوج مرتبی 

داده شده و چهار عمل اصلی میان این دو تابع خواسته شده است. جواب ها به صورت زیر است: 

{ } { }( , ), ( , ) , ( , ), ( , ) , ( , )g
f g f g

f
 + = − × = − = − 
 

2
2 5 1 5 20 1 6 1

3
	

{ } { }( , ), ( , ) , ( , ), ( , ) , ( , ), ( , )f
f g g f

g
 = − − = − − − = − − 
 

3
20 1 2 5 11 2 5 1 1

2
	

در فعالیت صفحه ٥١ کتاب، نمودار دو تابع و ضابطه های آنها داده شده است. دانش آموزان، نمودار 
مجموع دو تابع را ابتدا به کمک نقاطی که معین شده و سپس به کمک ضابطهٔ مجموع دو تابع، رسم می کنند. 
هدف، مهارت در رسم نمودار مجموع دو تابع است. دانش آموزان با رسم نمودار مجموع دو تابع، با استفاده 
از نقاط داده شده می توانند نمودار کلی مجموع دو تابع را حدس بزنند و نیز تأیید دامنه در رسم نمودار تابع 

را به خوبی درک کنند. 
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x y= − → =1 0 	
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قسمت دوم: 
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x y= → =0 0 	
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با  معلمان،  می شود  پیشنهاد  نیست.  اثربخش  و  ندارد  معنا  مستقیم  به صورت  مسئله  آموزش روش حل 
راهنمایی های غیرمستقیم، دانش آموزان را متوجه استراتژی های حل مسئله کنند و با دقت و مهارت، بر فرایند 
قبل، ضمن و بعد از حل مسئله، نظارت داشته باشند. رویارویی دانش آموزان با مسئله از طریق تعامل و همفکری 

با معلم و هم کلاسی های خود، بعضی جنبه های حل مسئله را پرورش می دهد. 
می دانید  که  طور  همان  است.  شده  داده  نامساوی  به صورت  توابع  از  بعضی  دامنه  درس،  این  در 
دانش آموزان در پایهٔ نهم، با نمایش نامساوی ها روی محور اعداد آشنا شدند. برای پیدا کردن دامنه اشتراک 
توابع، کافی است روی محور اعداد، هریک از نامساوی ها را نشان داده و سپس ناحیه اشتراک را مشخص 

کنند. 

اشتباهات رایج دانش آموزان 

 برخی اشتباهات رایج دانش آموزان، در مبحث اعمال میان توابع، توجه نکردن به دامنه اشتراک آنها 
است. 

 ممکن است برخی دانش آموزان، در رسم نمودار تابع دقت نکنند و نقطه ای که متعلق به دامنه توابع 
نیست را توخالی بگذارند. 
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حل تمرینات برگزیده درس اوّل )صفحه ٣١ کتاب(

1 با توجه به معرفی محور x و y در هر دستگاه مختصات، با هریک از توضیحات زیر کدام یک از توابع 

ثابت، چند ضابطه ای یا همانی معرفی می شود؟ نمودار هر حالت را با توجه به توضیحات کامل کنید.
هر  مدرسه  یک  در  درخت کاری،  روز  مناسبت  به  الف( 

دانش آموز یک نهال می کارد.

) تابع همانی ) ,f x x x N= ∈

ب( هزینهٔ یک لیتر بنزین عادی در هر زمان از شبانه روز در یک 
پمپ بنزین 1000 تومان است.

) تابع ثابت  ) ,f x x= ≥1000 0

قوطی  یک  ساختمان،  یک  نقاشی  مربع  متر  یک  هر  برای  ج( 
رنگ کوچک استفاده می شود.

) تابع همانی ) ,f x x x R= ∈

د( بلیت یک سینما در سه سانس اول 2000 تومان، در چهار 
سانس بعدی 3000 تومان و در دو سانس آخر 1500 تومان است.                                                 

    تابع چندضابطه ای 
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 A ٔهـ( دونده ای، کنار یک زمین فوتبال، با سرعت ثابت از نقطه
تا نقطهٔ B شروع به دویدن می کند و دوباره به نقطهٔ A برمی گردد. 

	
2 کدام یک از گزاره های زیر درست است؟ چرا؟

الف( اگر دامنه و برد یک تابع برابر باشد، آن تابع همانی است.
{ },D R= = 1 2 } همانی نیست.	  }( , ), ( , )f = 1 2 2 1 نادرست است. مثلاً تابع 

ب( اگر دامنهٔ یک تابع همانی، مجموعهٔ اعداد حقیقی باشد، آنگاه حاصل f (x) + f (-x) همواره برابر 
صفر است.

( )
( ) ( ) ( )

( )

f x x
f x f x x x

f x x

= → + − = + − =
− = −

درست است؛ زیرا 0 	

.f (kx) = kf (x) یک تابع ثابت باشد، آنگاه f ج( اگر
f (x) = c تابع ثابت → f (kx) = c  نادرست است؛ زیرا 	

n را به گونه ای تعیین کنید که زوج مرتب داده شده روی نیمساز  ∈ 8 در هر یک از زوج مرتب های زیر 

		 ناحیهٔ اول و سوم باشد.
)2, n2- 3n +4( 	
	 ( )( ) ,− + = ⇒ − + = ⇒ − − = → = =2 23 4 2 3 2 0 2 1 0 2 1n n n n n n n n 	
)-1, n2- 4n +2(            	 

( )( ) ,n n n n n n n n− + = − → − + = → − − = → = =2 24 2 1 4 3 0 3 1 0 3 1 	
n  و m باشد، مقدار m + t را به دست آورید. ∈ 9 اگر f یک تابع ثابت با دامنهٔ دو عضوی و 

{ }( , ), ( , ), ( , )f n n m m n t= − − − +21 2 4 3 	

t = 3
	

( )( )
n

n n n n n n
n N

=− = → − − = → − + = → 
= − ∉ ×

2 2
3

2 3 2 3 0 3 1 0
1

	

{ }, ( , ), ( , ), ( , )n t f m m= = → = − − +3 3 1 3 4 3 3 3
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چون دامنه دوعضوی است، پس دو زوج مرتب باهم برابرند. 
m m N

m t
m m

+ = − → = − ∉ × → + = + =
− = − → =

3 1 4
3 3 6

4 1 3
	

13 اگر هزینهٔ توقفگاه در روز جمعه، بر اساس مدت زمان سپری شده از بازگشایی فروشگاه از ساعت 

٨ صبح از تابع

 ( )
x

C x x x

x

≤ <
= + ≤ <
 ≤ ≤

1 0 2

1 2 10

0 10 12

 

پیروی کند، با رسم نمودار تابع، هزینهٔ توقفگاه 
هر خودرو را با توجه به ساعت و زمان ورودش 
تابع محاسبه کنید.  به توقفگاه به کمک نمودار 
)هر واحد بر روی محور yها معادل 500 تومان 

است(.

ان(
وم

٥ ت
٠٠

دل 
معا

گ )
کین

پار
نه 

هزی

مدت زمان
2

1

3

10 120

11

x

y

همان طور که در صورت سؤال دو بار تأکید شده است، هدف سؤال، جوابگویی براساس رسم نمودار 
است و نه درگیر کردن دانش آموزان با محاسبات ریاضی آن. پس از رسم نمودار تابع سه ضابطه ای و با توجه 
به ورود هر خودرو بعد از ساعت ٨:٠٠ صبح، به دلیل آنکه متغیر x بیانگر مدت زمان سپری شده پس از 

بازگشایی فروشگاه است و نه زمان  ورود خودرو، رابطه زیر را داریم: 
x = ٠٠: ٨ صبح - ساعت ورود خودرو به پارکینگ فروشگاه

مثلاً اگر خودرویی ساعت ٠٠: ١١ وارد فروشگاه شود، در این حالت ٣= x درنظر گرفته می شود که به کمک 
نمودار، عرض آن بر روی محور y ها مشخص می شود. البته به کمک صفحه شطرنجی نیز مقدار عرض نقطه 
برابر ٤ به دست می آید که چون هر واحد هزینه ٥٠٠ تومان درنظر گرفته شده است. هزینه پارکینگ برای خودرویی 

https://iranarze.ir/blog/estekhdam44/


48

که رأس ساعت ٠٠: ١١ وارد پارکینگ می شود ٢٠٠٠ تومان محاسبه می شود. اما از دانش آموزان قوی تر 
می توان محاسبه جزئیات دقیقه و محاسبات مربوط به آن را نیز خواست مثلاً ساعت ٣٠: ١١ یعنی سه   و نیم ساعت 
پس از ورود خودرو، که هزینه پارکینگ با توجه به نمودار، از ضرب 4/5 در ٥٠٠ یعنی ٢٢٥٠ تومان محاسبه 
می شود. برای دقایق و زمان هایی که مقدار هزینه پارکینگ، عددی با واحدهای خرده به دست می آید، می توانیم 
فقط دقیقه را درنظر بگیریم و وارد واحدهای کوچک تر از دقیقه نشویم. همان طور که در بانک ها و بسیاری از 

مراکز دیگر، زمان ورود را تاحد مشخصی درنظر می گیرند و ثانیه وارد محاسبه نمی شود. 
ورود خودرو به پارکینگ در ساعت ١١: 

٣ = ٨ - ١١ 	
با توجه به نمودار ٤ = ٣ + ١ 	

تومان ٢٠٠٠ = ٥٠٠ × ٤ = هزینه  	
ورود خودرو به پارکینگ در ساعت ′٣٠: ١١

: : /′ ′− = → = =1 7
11 30 8 3 30 3 3 5

2 2
با توجه به نمودار: 4/5 = ١ + 3/5  	
تومان ٢٢٥٠ = 500 × 4/5 = هزینه  	

حل تمرینات برگزیده درس دوم )صفحه ٤٣ کتاب(

1 جدول مالیاتی زیر را، که توسط هیئت مدیرهٔ یک شرکت برای سال جدید مالی آماده و تصویب شده 

است، در نظر بگیرید:

نرخ مالیات ) درصد (حقوق ماهیانه )تومان( 

معاف از مالیاتحقوق تا 1/300/000

10  مازاد بر 1/300/000 تا 2/500/000

15 مازاد بر 2/500/000 تا 4/500/000

25 مازاد بر 4/500/000

الف( نمودار پلکانی متناظر با جدول مالیاتی را رسم کنید.
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ب( به کمک نمودار پلکانی و محاسبهٔ سطح متناظر با هر یک از حقوق های ماهیانه، مبلغ مالیات هر یک 
از کارمندان زیر را محاسبه کنید:

 کارمندی با حقوق 1/200/000 تومان
 کارمندی با حقوق 2/400/000 تومان
 کارمندی با حقوق 6/000/000 تومان

1300000 2500000 45000000
x

y

%10

%15

%25

کارمندی با حقوق 1/200/000 ، معاف از مالیات 
کارمندی با حقوق 2/400/000 : 1100000 = 1300000 - 2400000

 × =10
1100000 110000

100
			              تومان  

کارمندی با حقوق 6/000/000 :

( ) ( ) ( )− × + − × + − ×10 15 25
2500000 1300000 4500000 2500000 6000000 4500000

100 100 100

تومان 795000 = 375000 + 300000 + 120000 =
5 نمودار توابع زیر را رسم کنید.

|y = |3x +1 )ب                                 |y = |2x -3 )الف 	

x x− = → = 3
2 3 0

2
	

( )

x x

y

x x

 − ≥= 
− − <

3
2 3

2

3
2 3

2

      
x

y

3
0 3

2

3 0 2

      	
-1 1 2 30

1

2

3

x

y

3
2

صد(
)در

ت 
الیا

خ م
نر

حقوق ماهیانه )تومان(



50	

y = |3x +1| 	

 
x x+ = → = − 1

3 1 0
3

	

( )

x x

y

x x

 + ≥ −= 
− + < −

1
3 1

3

1
3 1

3

	    
x

y

− −2 1
0

3 3

1 0 1 	
-1 0

1

x

y

− 2
3 − 1

3

6  با توجه به نمودار

الف( شرایط تحویل ندادن به موقع پروژه میان 
پیمانکار و وزارت راه را بیان کنید.

اگر پروژه را در دی ماه ٩٥ تحویل دهد جریمه 
نمی شود. به ازای هر مدت زمان اختلاف با زمان 

تحویل پروژه باید جریمه ای پرداخت شود. 

ب( به کمک نقاط مندرج در نمودار، ضابطهٔ هر یک از نیم خط ها با شیب مثبت و منفی را به دست آورید.
( , ) , ( , ) m− → =20 0 2 1 	
y x x= + ≥ −2 2 	
( , ) , ( , ) m− − → = −20 4 2 1 	
y x x= − − < −2 2 	

ج( به کمک تعریف تابع قدر مطلق، دو ضابطه را با یک ضابطه بیان کنید.

( ) ( )
x x

f x f x x
x x

+ ≥ −= → = +
− − < −

2 2
2

2 2
	

-4 -3 -2 -1 1

-1

0

1

2

3

x

y

دی ماه 95
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یا  به دست آمده در قرارداد میان پیمانکار و وزارت راه چه معنایی دارد؟ افزایش  تابع  د( شیب خط در 
کاهش شیب خط به چه معناست؟

مثبت بودن شیب خط، به معنای تأخیر در زمان تحویل پروژه و منفی بودن آن به معنای تحویل زودتر از 
موعد مقرر است. هردو حالت، موجب خسارت دیدن صاحب کار است. 

افزایش مقدار شیب خط، نشان دهندهٔ افزایش مبلغ جریمه و کاهش مقدار شیب خط، نشان دهندهٔ کاهش 
مبلغ جریمه است؛ مثلاً در »کار در کلاس« صفحهٔ ٤١ کتاب، جریمه دو ماه اختلاف با زمان تحویل پروژه، 
٤ میلیون تومان، و در تمرین ٦ صفحه ٤٤ کتاب، جریمه دو ماه اختلاف با زمان تحویل پروژه، ٢ میلیون 

تومان است. 

حل تمرینات برگزیده درس سوم )صفحه ٥٢ کتاب(

1  در هرحالت با توجه به نمودار توابع f و g، نمودار توابع خواسته شده را رسم کنید.

الف( 	

1 2 3 40
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y
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1
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1
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1
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f + g
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y
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y

x

y

f . g
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g

( )f x =1   
,x x≤ ≤ ≤ ≤1 2 3 4

( )g x =1

,x≤ ≤0 1

,x≤ ≤2 3

x≤ ≤4 5

( )( )f g x+ = 2

{ }, , ,f gD D = 1 2 3 4

ب(	

( ) , ( )f x x g x x= =          ( . )( )f g x x x x x= × = =2 2          ( )( )
xf

x
g x

= =1            
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2  یک شرکت هولدینگ1 دارای دو کارخانه A و B است. اگر توابع درآمد و هزینه برای تولید x تن 

کـاشی در کارخانهٔ A به ترتیب 2x2+16 x- و ٦+ x  ٨ و در کارخانهٔ B به ترتیب  ١٢x + x2- و ٩ + ٢x واحد 
باشد )هر واحد معادل یک میلیون تومان(:

الف( تابع سود شرکت هولدینگ را به دست آورید.
A سود کارخانه : ( ) ( ) ( ) ( )P x R x C x x x x x x= − = − + − + = − + −2 2

1 1 1 2 16 8 6 2 8 6 	
 B سود کارخانه : ( ) ( ) ( ) ( )P x R x C x x x x x x= − = − + − + = − + −2 2

2 2 2 12 2 9 10 9 	
سود کارخانه B + سود کارخانه A = سود شرکت هولدینگ  	

( ) ( ) ( )P x P x P x x x→ = + = − + −2
1 2 3 18 15 	

ب( این هولدینگ با چه میزان تولید کاشی به سود ماکزیمم خود می رسد؟
معادله سود شرکت هولدینگ، درجه دوم و نمودار آن سهمی است و ماکزیمم مقدار در رأس آن اتفاق می افتد. 

( )
b

x
a

− −→ = = =
−
18

3
2 2 3

تن  	

3  اگر ]x( = ]x(   f با دامنهٔ x  ≥1 ≤0 و |  x| = )x(  g  با دامنهٔ x  ≥2 ≤1  و x2-4 = )h)x با دامنهٔ 

x  ≥1 ≤1- در نظر گرفته شود، جدول زیر را کامل کنید.

تابعضابطهنمودار

10

1

2

3

x

ys  )x( = ]x[ + |x   |

DS = Df ∩Dg = {1}

x = 1 → y = 2

(1,2)

   s )x( = f )x( + g )x(
 

یا مادر، شرکتی سهامی است که دارای »شرکت های  به معنای نگه داشتن می آید. شرکت هولدینگ   Hold 1ــ هولدینگ از واژهٔ لاتین
زیرمجموعه« است. کنترل شرکت های زیر مجموعه مستقیماً زیر نظر مدیران و هیئت مدیره شرکت اصلی است.
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1

-3

-2

-1

0
x

y

[ ]( ) x
q x

x
−=

2 4

{ }{ ( ) }f hD D x f x− = =0 1

x y= → = −1 3
(1,-3)

q)x( = ( )
( )

h x
f x  

1

-3

-2

-1

0
x

y

( ) ( )p x x x= − ×2 4

{ }h gD D = 1

x y= → = −1 3
(1,-3) p)x( = h )x( * g )x(

به   ( )( )f
x

g  
تابع  و    f    )x(   =  x2 اگر    ٤

صورت نمودار زیر باشد، ضابطهٔ تابع )g )x را 
به دست آورید؟

روش اول:
	

        { }( )( ) , ( )( ) , f
g

f f
x ax a x x D R

g g
= = = → = = −2

2 2 0
1

( ) ( )
( ) ( )

f x x x x
x x g x

g x g x x
= → = → = =

2 2

2 2
2 2

	

-1 1 2 30

1

2

x

y
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روش دوم: 
f از درجه اول است و f )x( =  x2 پس ضابطه تابع g باید از درجه اول باشد؛ 

g
با توجه به آنکه نمودار تابع 

f در ٠ = x تعریف نشده است. درحالی که f     (0)  وجود 
g

. از طرف دیگر، نمودار تابع  ( )g x ax b= + یعنی 
 g تعریف نشود؛ بنابراین، ضابطه تابع x = در ٠ f

g
دارد و برابر صفر است. پس باید g  (0) = 0 باشد که تابع 

) است.  )g x ax b= به صورت +
f داریم: 

g
حال با توجه به نقطه مشخص شده )١،٢( A بر روی نمودار تابع 

( ) ( ) , ( ) ( )f x x f g x ax g a= → = = → =2 1 1 1 	
( )( )( ) ( )
( )

= → = → = → = → =1 1 1 1
1 2 2 2

1 2 2

f f
a g x x

g g a
	



فصل 3

آمار
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نگاه کلی به فصل

دانش آموز، در دوره ابتدایی و متوسطهٔ اوّل، با علم آمار به عنوان علم گردآوری اطلاعات و پردازش آشنا 
شده و رسم انواع نمودارها را در حد مطلوبی فراگرفته است. در دورهٔ متوسطهٔ دوم و در کتاب ریاضی و 
آمار رشتهٔ انسانی، ضمن جمع بندی و تکمیل مطالب دوره های قبل، با طریقه گردآوری داده ها و معیارهای 

گرایش به مرکز و پراکندگی که می توانند به ما در تصمیم گیری کمک کنند، آشنا شده اند.
از  برخی  با  دانش آموزان  »شاخص ها«،  عنوان  با  اول،  درس  در  است:  درس  دو  شامل  فصل  این 
اقتصاد،  نظیر  مختلف  علوم  در  چگونه  آمار  که  می آموزند  و  می شوند  آشنا  رسمی  آمار  شاخص های 
جامعه شناسی، زبان شناسی و تربیت بدنی در زندگی روزمره و همچنین تحصیلاتشان نقش خواهد داشت. در 
درس دوم، با عنوان »سری های زمانی«، دانش آموزان با یکی از انواع مدل سازی آماری و همچنین پیش بینی 

آشنا می شوند.

نقشه مفهومی فصل

آمار )رسمی(

شاخص های 
سری های زمانیآمار رسمی

درون یابی خط فقر

شاخص مصرف

نرخ بی سوادینرخ بیکارینرخ تورم

شاخص خدمات

cpi برون یابیشاخص بها نرخ های آماری
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نمونه سؤالات ارزشیابی

1 فرض کنیم، در یک نمونه 30تایی از درآمد افراد مختلف یک کشور در آمریکای جنوبی، داده های 

جدول زیر برحسب هزار دلار به دست آمده باشد. با توجه به تعریف خط فقر، تخمینی از خط فقر برای این 
کشور به دست آورید.

31/3462/30/76/32/451/2

343/351/792/50/850/724

1/42/62/33/21/73/55/20/81/53

2 مشخص کنید هریک از افراد زیر به چه دسته ای تعلق دارند:

خارج از نیروی کار  	 بیکار  	 شاغل  خانم های خانه دار	
خارج از نیروی کار  	 بیکار  	 شاغل  دانشجویان	
خارج از نیروی کار  	 بیکار  	 شاغل  افراد معلول و مریض احوال	

افراد بدون شغلی که، به دلیل ناامیدی از پیدا کردن شغل، در جست وجوی کار نبوده اند:
		       خارج از نیروی کار  بیکار  		 شاغل 

3 در سرشماری از یک روستا، کل جمعیت 750 نفر و جمعیت افراد کمتر از 16 سال 220 نفربوده 

است. ترکیب جمعیت 16 ساله و بالاتر این روستا )از نظر وضع فعالیت( به صورت جدول زیر بوده است:

سایر )ناامید از پیدا شدن جمع
کار، بیمار و...(

در حال 
جمعیت خانه دارتحصیل

بیکار
دارای درآمد 

بدون کار
جمعیت 

شرحشاغل

تعداد530501801002525150

×
+

25
100 14

150 25
  با توجه به اطلاعات جدول، نرخ بیکاری این روستا را محاسبه کنید. پاسخ: %

این  بیکار روستا جذب  نفر از جمعیت  تأسیس می شود. اگر ده  این روستا یک کارگاه نجاری  4 در 

کارگاه شوند، نرخ بیکاری چقدر کاهش می یابد؟

5 اگر هزینه پوشاک برای یک خانواده 5 نفره در سال 1390 برابر 1300000 ریال باشد، با توجه به 

جدول، شاخص بهای مصرف هزینه پوشاک برای یک خانواده 5 نفره در خرداد ماه سال 1393 و 1394 
را محاسبه کنید.
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6 با توجه به جدول، شاخص بهای مصرف کالا و خدمات نرخ تورم را در سال 1393 به دست آورید.

مشخص کنید هریک از افراد زیر به چه دسته ای تعلق دارند:
خارج از نیروی کار  		 بیکار  		 شاغل  		 خانم های خانه دار
خارج از نیروی کار  		 بیکار  		 شاغل  		 دانشجویان
خارج از نیروی کار  		 بیکار  		 شاغل  افراد معلول و بیمار	

افراد بدون شغلی که، به دلیل ناامیدی از پیدا کردن شغل، در جست وجوی کار نبوده اند:
هیچ کدام  		 بیکار  		 شاغل 

اکنون جمعیت را به دو گروه بالای شانزده سال و کمتر از شانزده سال تقسیم می کنیم. با توجه به اینکه 
نرخ  این گروه در محاسبه  بنابراین،  ندارند،  قرار  از 16 سال( در سن اشتغال  )افراد کمتر  افراد گروه دوم 
بیکاری به حساب نمی آیند. حال با توجه به تعاریف و قراردادهایمان، افراد شانزده سال و شانزده سال به بالا 

را به گروه های دیگری به شکل زیر تجزیه می کنیم؛
الف( مجموعه افراد شاغل؛

ب( مجموعه افراد بیکار؛
ج( مجموعه افراد دارای درآمد بدون کار؛

د( مجموعه افراد خانه دار؛
هـ( مجموعه افراد در حال تحصیل؛

و( سایر.

7 در سرشماری از یک روستا، کل جمعیت 750 نفر و جمعیت افراد کمتر از 16 سال 220 نفربوده 

است. ترکیب جمعیت 16 ساله و بالاتر این روستا )از نظر وضع فعالیت( به صورت جدول زیر بوده است:

سایر )ناامید از پیدا شدن جمع
کار، بیمار و...(

در حال 
جمعیت خانه دارتحصیل

بیکار
دارای درآمد 

بدون کار
جمعیت 

شرحشاغل

تعداد530501801002525150

با توجه به اطلاعات جدول، نرخ بیکاری این روستا را محاسبه کنید.

این  بیکار روستا جذب  نفر از جمعیت  تأسیس می شود. اگر ده  این روستا یک کارگاه نجاری  8 در 

کارگاه شوند، نرخ بیکاری چقدر کاهش می یابد؟

9 برای هریک از موارد زیر مثال بزنید.

الف( سری زمانی در اقتصاد



59فصل   سوم: آمار

ب( سری زمانی در جمعیت نگاری
ج( سری زمانی در بازاریابی

د( سری زمانی در هواشناسی
هـ( سری زمانی در پزشکی

10 جمعیت گردشگران سالیانهٔ یک کشور برحسب میلیون نفر، به صورت زیر هر دو سال یک بار گزارش 

شده است:

1388139013921394سال

8/51012/213تعداد گردشگر

الف( نمودار سری های زمانی جمعیت را رسم کنید.
ب( تعداد گردشگرها را در سال های 1391 و 1393 درون یابی کنید.

ج( تعداد گردشگران را در سال 1395 برون یابی کنید.

11 نمودارهای زیر سری زمانی مربوط به سود یک کارخانه برحسب میلیون تومان را یک بار هر ده روز 

و بار دیگر هر پنج روز نشان می دهد.
الف( مشخص کنید کدام نمودار مربوط به هر پنج روز یک بار می باشد. چرا؟

ب( اگر تنها سری زمانی ده روز یک بار را داشته باشیم، با توجه به شکل خطای درون یابی برای روز 
چهل و پنجم را مشخص کنید.

ج( با توجه به هر دو نمودار سود کارخانه را در روز پنجاه و دوم درون یابی کنید.
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12 میزان صید ماهی در شهر بندرعباس برحسب هزار تن در طی دو سال به صورت زیر گزارش شده است.

اسفندبهمندیآذرآبانمهرشهریورمردادتیرخرداداردیبهشتفروردین
13932/221/81/61/522/32/42/53/43/22/5
13942/32/121/81/61/92/42/62/633/32/7

نمودار سری زمانی هریک را جداگانه رسم کنید. میزان صید را در هر فصل از سال توصیف کنید.

یک  سود  زمانی  سری  روبه رو  نمودار   13

فروشگاه را در برخی از ماه ها نشان می دهد. مجموع 
سود 9 ماه اول این فروشگاه را تخمین بزنید.
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        آذر       مهر       مرداد        خرداد       فروردین   

را  الف  پشت سد  آب  روبه رو حجم  14 جدول 

سال  ده  تیرماه  اول  در  مکعب  متر  میلیون  برحسب 
متوالی نشان می دهد.

کنید.  رسم  را  روبه رو  داده های  زمانی  سری 
حجم آب پشت سد را برای تیرماه سال بعد برون یابی 

کنید.

سالحجم آب )میلیون متر مکعب(

3/41387

3/61388

3/31389

31390

3/31391

2/91392

2/81393

31394

3/41395

3/61396
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اهداف درس اوّل 

آگاهی از:
1 تعریف شاخص های آماری و درک کاربردهای آن؛

٢ تعریف خط فقر و نحوه محاسبه آن؛

٣ تعریف خط فقر بین المللی و درک رابطه آن با مبلغ یارانه دریافتی و دانستن نحوه محاسبه آن؛

٤ تعریف شاخص بهای کالا و مصرف و برآورد هزینه های سال جاری و سال به خصوص با توجه به 

نمودار شاخص بهای کالا و مصرف و داشتن هزینه های سال پایه؛
٥ فرمول نرخ تورم و درک محاسبه آن.

روش تدریس

سؤال پیش درس صفحه 56
در این سؤال، پیش زمینه ای برای معرفی شاخص ها به عنوان کمیت هایی که با آنها اطلاعاتی از جامعه 
به دست می آوریم، ایجاد می شود. می توان از میانه، میانگین و انحراف معیار به عنوان پاسخ سؤال یاد کنیم.

فعالیت صفحه 56
در این فعالیت، با بررسی میزان حقوق دریافتی کارکنان یک مؤسسه تجاری فرضی و محاسبه متوسط 
درآمد هر عضو از خانواده و طرح پرداخت یارانه شرکت به کارکنانی که میزان متوسط درآمد هر عضو آن 

کمتر از سایرین است، زمینه تعریف خط فقر را فراهم می کنیم.
»کار در کلاس اول«، صفحه 57

در این »کار در کلاس« با نمونه قرار دادن میزان درآمد کارکنان مؤسسه تجاری فرضی، به عنوان درآمد 
افراد جامعه، فرمول خط فقر را تمرین می کنیم.

شاخص های آماریدرس اول
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»کار در کلاس دوم«، صفحه 57
بانک جهانی، شاخص دیگری را معرفی  بین المللی توسط  فقر  با معرفی خط  این »کار در کلاس«  در 
می کنیم. سپس با محاسبه آن، ارتباط بین آن و یارانه را بررسی می کنیم. در پایان این فعالیت، زمینه معرفی 

شاخص مهیا می شود.
تصویر صفحه 57

در این تصویر با اشاره به اینکه داشبورد اتومبیل، کمیت های عددی زیادی را معرفی می کند )همگی به 
نوعی شاخص محسوب می شوند( به تعریف شاخص، عمق بیشتری می بخشیم.

فعالیت صفحه 58
در این فعالیت، شاخص بهای کالاها و خدمات مصرفی معرفی می شود. این شاخص با نام اختصاری 
cpi شناخته می شود و کاربردهای فراوانی دارد. این شاخص نسبت به یک سال پایه محاسبه می شود و، در 

حقیقت، درصد تغییرات نسبت به سال پایه است.
در صفحه 58 نمودار پراکنش نگاشت شاخص بهای کالاها و خدمات مصرفی مناطق شهری در 5 سال 

متوالی رسم شده است.
این شاخص، به عنوان وسیله ای برای اندازه گیری سطح عمومی قیمت کالاها و خدمات مورد مصرف 
خانوارها، یکی از بهترین معیارهای سنجش تغییر قدرت خرید پول داخل کشور به شمار می رود. کاربرد این 
شاخص برای تعدیل مزد و حقوق در قراردادهای دوجانبه و نیز دعاوی حقوقی و همچنین به عنوان مهم ترین 

معیار سنجش میزان تورم در اقتصاد ایران، اهمیت فراوان دارد.

 cpi مطالبی برای معلم در ارتباط با 
١  سابقه بررسی در ایران: شاخص بهای کالاها و خدمات مصرفی اولین بار در ایران در سال 1315 

تهیه شد و در سال 1338 در جنبه های مختلف تهیه این شاخص، تجدید نظر اساسی شد. تجدید نظرهای 
بعدی به علت تغییرات چشمگیر در الگوی مصرفی خانوار و تحولات اجتماعی و اقتصادی به ترتیب در 

سال های 1348، 1353، 1361، 1369، 1376، 1383 و آخرین آن در سال 1390 صورت گرفت.
٢  دوره بررسی: دوره بررسی این طرح ماهانه است.

٣  زمان بررسی: زمان بررسی این طرح از اول هر ماه شروع و تا بیست و نهم همان ماه ادامه دارد.

٤  پوشش جغرافیایی: گستردگی جغرافیایی شاخص، به میزان قابل توجهی، تعیین کننده درجه درستی 

و اعتبار شاخص است. بدیهی است فرهنگ مصرفی و سلیقه افراد تا حدودی می تواند ناشی از شرایط 
اقلیمی و خصوصیات جغرافیایی هر منطقه باشد. به همین دلیل به منظور پوشش مناسب جغرافیایی در همه 
مناطق شهری کشور، 79 شهر نمونه در سطح استان های مختلف کشور به طریق علمی طوری انتخاب شده 
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که تغییرات قیمت در آنها نشانگر تغییرات در کل مناطق شهری و در هر استان باشد. در نهایت، شاخص 
بهای کالاها و خدمات مصرفی در 31 استان به صورت مستقل محاسبه شده و از ترکیب شاخص استان های 

مختلف، شاخص کل مناطق شهری کشور به دست می آید.
خانوار   16000 حدود  شهرها،  انتخاب  از  پس   1390 پایه  سال  در  شاخص:  جمعیتی  ٥  پوشش 

متوسط  نماینده  آنها  هزینه  متوسط  که  شد  انتخاب  شهر   79 در  ساکن  خانوارهای  بین  از  علمی  طریق  به 
و  درآمدها  با  خانوار  نوع  همه  نمونه،  خانوارهای  است.  ایران  در شهرهای  ساکن  خانوارهای  همه  هزینه 
الگوهای مصرف متفاوت را شامل می شود. پس از انتخاب خانوارها، با مراجعه مستقیم آمارگیران اداره 
آمار اقتصادی بانک مرکزی، درباره ریز اقلام و هزینه آنها پرسش و سپس به کل خانوارهای ساکن در هر 
استان و به کل مناطق شهری تعمیم داده می شود تا هزینه خانوارها برای کلیه کالاها و خدمات، که در طول 

سال خریداری و مصرف می شود، مشخص شود.
٦  طبقه بندی کالاها و خدمات: 385 قلم کالا و خدمتِ مشمول بررسی، به 12 گروه اصلی تقسیم شده 

که ضرایب اهمیت آنها به شرح ذیل است:

ضریب اهمیتنام گروه
127/83ــ خوراکی ها و آشامیدنی ها

20/35ــ دخانیات
34/94ــ پوشاک و کفش

432/82ــ مسکن، آب، برق، گاز و سایر سوخت ها
55/13  ــ اثاث، لوازم و خدمات مورد استفاده در خانه

66/98  ــ بهداشت و درمان
79/87ــ حمل و نقل

82/38  ــ ارتباطات
92/85ــ تفریح و امور فرهنگی

102/24ــ تحصیل
111/86ــ رستوران و هتل

123/20ــ کالاها و خدمات متفرقه
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همه  در  خدمات،  و  کالاها  قیمت  به  مربوط  اطلاعات  جمع آوری  اطلاعات:  جمع آوری  ٧  نحوه 

آمار  اداره  کارآزموده  و  ثابت، رسمی، محلی  آمارگیران  مستقیم  مراجعه  از طریق  بررسی،  مورد  شهرهای 
به  دستیابی  برای  واقع،  در  می گیرد.  صورت  آنها  با  مصاحبه  و  اطلاع  منابع  به  مرکزی  بانک  اقتصادی 
قیمت های واقعی، آمارگیران اقتصادی این اداره هر ماه به حدود 40000 منبع اطلاع مراجعه و از قیمت 
جاری بیش از 121000 مظنه از کالاها و خدمات، پرسش می کنند. در صورتی که قیمت کالا یا خدمتی در 
ماه قیمت گیری نسبت به ماه گذشته، افزایش یا کاهش داشته باشد، دلایل این نوسان، بررسی و ثبت می شود. 
در جمع آوری اطلاعات همواره سعی می شود قیمت های عملی حاکم بر بازار هر شهر، جمع آوری و گزارش 

شود. منبع:
مثال صفحه 59

در این مثال، نحوه محاسبه شاخص بهای مصرف نان و گوشت محاسبه می شود. اعداد 200 و 80، به 
ترتیب، میزان متوسط مصرف نان و گوشت خانوارهای ایرانی است.

کار در کلاس صفحه 59
در این »کار در کلاس«، با پر کردن جاهای خالی، می خواهیم دانش آموز بر مفهوم شاخص بهای کالا و 

خدمات تسلط بیشتری پیدا کند.
١  زمان ــ عدد شاخص )درصد نسبت به سال پایه(

٢  ندارد

٣  گران ــ خدمات

300   ٤

٥   قدرت خرید خانوارها را نشان می دهد

مطلب درسی صفحه 60
در این مطلب درسی، نرخ تورم و ارتباط آن با cpi معرفی می شود.

»کار در کلاس« صفحه 60
در این »کار در کلاس«، نرخ بیکاری برای دانش آموز تشریح می شود. یک تعریف جدید به جای معرفی شدن 
در »فعالیت«، در تمرین »کار در کلاس« معرفی می شود. این امر نشان می دهد که این تعریف در زمره اهداف 
)BMI( درجه دوم درس قرار می گیرد. علاوه بر این شاخص، شاخص های دیگری مانند شاخص توده بدنی 
 و شاخص خوانایی نیز در تمرین های پایان درس قرار می گیرند. از این روند کتاب نتیجه می گیریم شاخص های 

زیادی هستند که می توانیم از آنها در درس یا فرایند ارزشیابی استفاده کنیم.
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دانستنی های معلم

 نرخ بیکاری 
همیشه  مردم  است.  مسئولان  و  مردم  برای  مهم  آماری  شاخص های  مهم ترین  از  یکی  بیکاری،  نرخ 
علاقه مندند بدانند نرخ بیکاری، که هر سال از طرف دولت ها اعلام می شود، چگونه محاسبه می شود و چه 

عواملی بر آن تأثیرگذار است.
برای محاسبه نرخ بیکاری در یک جامعه، ابتدا تعاریف و قراردادهای زیر را در نظر می گیریم.

شاغل: فرد 16 ساله یا بالاتر از 16 ساله ای که در یک هفته مرجع )بازه زمانی هفت روزه ای که وضع 
فعالیت افراد در آن در نظر گرفته می شود( حداقل یک ساعت کار کرده باشد.

بیکار: فرد 16 ساله یا بالاتر از 16 ساله ای که سه شرط زیر را توأمان دارا باشد:
1ــ در هفته مرجع حتی یک ساعت هم کار نکرده باشد؛

2ــ آمادگی برای انجام دادن کار داشته باشد؛
3ــ در هفته مرجع و سه هفته قبل از آن، جویای کار بوده باشد )اقدامات مشخصی را به منظور جست وجوی 

شغل دارای مزد یا خوداشتغالی انجام داده باشد(.

 محاسبه نرخ بیکاری 
نرخ بیکاری: از تقسیم تعداد افراد بیکار جویای کار بر مجموع افراد بیکار و شاغل حاصل   می شود. 

برای بیان راحت تر این نرخ، معمولًا آن را در 100 ضرب کرده و به درصد بیان می کنند.
اثر  مردم  زندگی  بر  همواره  که  است  دیگری  مهم  آماری  شاخص های  از  تورم،  نرخ  تورم:  نرخ 

می گذارد.
پدیده تورم از برهم خوردن تعادل میان کالای موجود در جامعه با مقدار نقدینگی یا پول در گردش پدید 
باشد، خلأ حاصل  برای مالکیت آن زیاد  یا قدرت خرید  بهتر، وقتی کالا کمیاب و پول  به عبارت  می آید. 

»تورم« نام می گیرد.
فرض کنید شما یک منزل دارید که در حالت عادی 3 نفر مشتری برای خرید آن از شما پول دارند. وقتی 
تعداد مشتریان پول دار، که نماد قدرت خرید کاذب هستند، به 30 نفر افزایش یابد، اما واحد آماده فروش 
همان یک عدد باقی بماند، رفتار اقتصادی شما چه خواهد بود؟ روشن است که در برابر سیل مشتری ها 
قیمت را بالا می برید. این پدیده درباره سایر کالاها هم وجود دارد؛ یعنی وقتی تعداد مشتری زیاد در برابر 

کالای کم قرار می گیرد، تورم تولید می شود و قیمت ها بالا می رود.
شیوه محاسبه نرخ تورم: نرخ تورم، درصد تغییر سطح قیمت در واحد زمان است؛ بنابراین، اگر قیمت 
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فعلی را با P1 و قیمت قبلی را با P0 نشان دهیم، نرخ تورم با دستور زیر حساب می شود.
P1-P0100 * ـــــــــــــ  = تورم %

P0
دقت داشته باشید که هرچه نرخ تورم افزایش یابد، قدرت خرید مردم کمتر می شود.

حل تمرینات برگزیده

کارکنان  دریافتی  حقوق  حداقل  باشد،  ریال   35000000 کشور  خانوارهای  درآمد  میانگین  ١  اگر 

شرکت الف باید چقدر باشد تا هیچ کارمندی در این شرکت زیر خط فقر نباشد؟ چه زمانی از میانهٔ درآمد 
خانوارها برای محاسبه خط فقر استفاده می کنیم؟

پاسخ:
35000000÷2=17500000

و  میلیون  هفده  فقر،  خط  بنابراین، 
پس  می شود.  تعیین  ریال  هزار  پانصد 
هیچ یک  درآمد  می خواهد  شرکت  اگر 
از کارمندانش زیر خط فقر نباشد، باید 
هفده  شرکت  کارکنان  دریافتی  حداقل 

میلیون و پانصد هزار ریال باشد.
هنگامی که داده های دورافتاده داریم، 
بهتر است از میانه برای تعیین خط فقر 

استفاده کنیم.

               

( = ) 
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٢  در یک منطقه 1200 نفر از افراد 16 ساله و شاغل اند. در این منطقه 200 نفر 16 ساله و بیشتر 

جویای کارند.
الف( نرخ بیکاری در این منطقه چقدر است؟

ب( حداقل چند شغل در این منطقه باید ایجاد شود تا نرخ بیکاری منطقه برابر 5 درصد باشد؟
= / نرخ بیکاری منطقه × =200

100 14 28
1400

%
  

				   پاسخ: الف(   

−  × = ⇒ − = ⇒ =x
x x

200
100 5 200 70 130

1400       	   			  ب( 
پس باید 130 شغل ایجاد کنیم تا نرخ بیکاری 5 درصد باشد.

٣  خانوادهٔ آقای صالحی در فروردین ماه سال 1390، پانصد هزارتومان هزینه مسکن، آب، برق، گاز و 

سایر سوخت ها داشته است. در همان تاریخ، هزینهٔ ماهانهٔ خوراکی ها و آشامیدنی های این خانواده دویست و 
پنجاه هزارتومان بوده است. اگر تعداد افراد این خانواده تغییری نکرده باشد، بر مبنای نمودار شاخص بهای 

کالا و خدمات مصرفی، موارد زیر را به طور تقریبی محاسبه کنید:
الف( هزینهٔ ماهانهٔ مسکن، آب، برق، گاز و سایر سوخت های این خانواده در خردادماه 1393؛

ب( هزینهٔ ماهانهٔ خوراکی ها و آشامیدنی های این خانواده در مهرماه 1395.
پاسخ:

 × =500000 153
765000

100
الف(	

 × =250000 264
660000

100
ب(	

4  نماتوپ یا شاخص تودهٔ بدنی، که در سال گذشته آن را در کتاب ریاضی و آمار دیدید، یکی دیگر از 

شاخص های مهم آماری است که به »شاخص سلامت« معروف است. برای محاسبه آن باید وزن فرد را به 
کیلوگرم بر توان دوم قدش بر حسب متر تقسیم کرد. 

جدول روبه رو اطلاعات 
نشان  را  صالحی  خانوادهٔ 

می دهد.

قد )سانتی متر(وزن )کیلو گرم(سن )سال(افراد خانواده
1762177صالح
2285183برادر 
2553170خواهر
5060165مادر 
5581174پدر
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)صالح ) /
( / )          = =BMI

2

62
19 78

1 77

( ) /
( / )          = =BMI

2

85
25 38

1 83
برادر

)خواهر ) /
( / )          = =BMI

2

53
18 33

1 70

( ) /
( / )          = =BMI

2

60
22 03

1 65
مادر

( ) /
( / )          = =BMI

2

81
26 75

1 پدر74

پدر و برادر اضافه وزن دارند. صالح و مادرش در محدوده سلامت قرار دارند. خواهرش کمبود وزن 
دارد.

5 موقع خرید کتاب های داستان، معمولاً به ردهٔ سنی مشخص شده، توجه می کنیم. به نظر شما چگونه این 

کار را انجام می دهند؟ آیا نظر افراد با تجربه برای تعیین سطح یک متن، برای همیشه، یکسان است؟ ارزیابی آنها 
کیفی است یا کمّی؟

متن عبارت است از میزان سهولت درک متن از طریق انتخاب واژه های مناسب و  خوانایی 
رعایت دستور نگارش.

یکی از شاخص های خوانایی، که سال های تحصیل خوانندهٔ متون انگلیسی را تخمین می زند، به صورت 
زیر تعریف شده است:

شاخص پایهٔ آموزش = ]0/4 ×)میانگین تعداد کلمات در هر جمله + درصد کلمات »دشوار«([
منظور از کلمات »دشوار« کلمات دو هجایی بدون در نظر گرفتن اسامی و کلمات ترکیبی آسان است. این 

شاخص عددی بین 1 تا 12 است که نشان دهندهٔ پایه تحصیلی است.
 الف( برای کتابی با متوسط طول جملات 8 کلمه ای و 20 درصد کلمهٔ سخت، شاخص پایهٔ آموزش را 

محاسبه کنید. این کتاب مناسب دانش آموزان چه پایه ای است؟ 
پاسخ: این کتاب مناسب دانش آموزانی است که پایهٔ ..... را به پایان رسانده اند. )یازدهم(

(20+8)*0/4=11/2
ب( مزایا و محدودیت های این شاخص چیست؟



69فصل   سوم: آمار

بزرگ تر و جملات  این حال، فرض می کند که کلمات  با  این شاخص ساده است.  از  پاسخ: استفاده 
طولانی تر باعث …… شدن )سخت( متن می شوند. اما یک نویسنده چیره دست می تواند با کلمات و جملات 

دیگری باعث …… متن شود. )ساده شدن(
ج( همان گونه که متوجه شده اید، این شاخص براساس دو آماره از دو متغیر تعریف شده است. آنها را نام 

ببرید. )تعداد کلمات در هر جمله، کلمات دشوار(

6 هزینه های زندگی خانوادهٔ آقای صالحی در سال 1390 در جدول زیر آمده است. با توجه به نمودار 

شاخص بهای کالاها و خدمات مصرفی جدول زیر را کامل کنید.

١٣٩٠مهرماه 1393دی ماه 1395

× =210 270 567
100

/× =210 225 472 50
هزینه خوراکی ها و آشامیدنی ها )برحسب هزار تومان(100210

/× =850 253 2150 5
100

× =850 202 1717
هزینه کل )برحسب هزار تومان(100850

7 شاخص پوسیدگی دندان )    DMFT( در ایران برای سال 1360 برابر 3 بوده است؛ یعنی هر ایرانی، 

به طور متوسط، دارای یک دندان کشیده شده، یک دندان پوسیده و یک دندان پرُ شده است. این شاخص در 
سال 1395 برابر 6 شده است.این شاخص را در سال 1395 تفسیر کنید. شاخص در سال 1395 چند درصد 

افزایش داشته است؟ 
پاسخ: تفسیر در سال 1395 به طور متوسط هر شخص دو دندان کشیده، دو دندان پر شده و دو دندان 

پوسیده دارد.
% % % × − =  

6
100 100 100

3

این شاخص در سال 1360 نسبت به سال 1395 چند درصد کاهش داشته است؟
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اهداف درس دوم

1 شناخت سری های زمانی

٢ کاربرد آنها در آمار

مطالبی برای معلم

موضوع: چگونه باید انگیزه دانش آموزان را در درس آمار افزایش داد؟
یکی از این روش های محبوب یادگیری برای دانش آموزان، ایجاد انگیزه است. »تجزیه و تحلیل داده«، 

انگیزه بسیار خوبی برای یادگیری دانش آموزان است.
خودشان  اطراف  سؤالات  از  بسیاری  پاسخ  بگیرند،  یاد  را  داده ها«  از  »استنباط  دانش آموزان  اگر 
به  این منجر شود که دانش آموز راه رسیدن  به  باید  از داده ها  پیدا می کنند. تجزیه و تحلیل و استنباط  را 
»تصمیم گیری« را بیاموزد؛ بنابراین، یک عنوان بسیار مهیج برای ایجاد انگیزه این است که به دانش آموزان 

بگوییم آنها می خواهند یاد بگیرند که »چگونه می توان تصمیم گیری درست اقتصادی انجام داد«
البته باید دقت کنیم که این امر به طور غیر مستقیم انجام شود؛ زیرا دانش آموزان در تصمیم گیری علت را 
نمی خواهند. همچنین باید دقت داشته باشیم حتی آمارگیر ها در زندگی خودشان به ندرت از روش های آماری 
برای تصمیم گیری استفاده می کنند. )برای اثبات باید از یک آماری بپرسیم چند بار در زندگی خصوصی، 
به طور مستقیم، از تجزیه و تحلیل واریانس به منظور تفسیر تصمیم گیری کرده است؟( شاید یکی از عواملی 

که تصمیم گیری را مشکل می کند پیچیدگی رابطه بین متغیرهاست.
شرکت های بزرگ چگونه تصمیم گیری می کنند؟

داده هاست.  آماری  تحلیل  و  تجزیه  »تصمیم گیری«ها  از  بسیاری  مبنای  که  زد  می توان حدس  یقین  به 
اصطلاح »تصمیم گیری« تقریباً همیشه فاقد یقین است، و در نتیجه، بهترین وسیله برای تصمیم گیری، استفاده 

سری های زمانیدرس دوم
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از اطلاعات حاصل از تجربه یعنی آمار است.
عنوان جذاب دیگری که می تواند یادگیری را در دانش آموزان بالا ببرد، این است که بگوییم می خواهیم 

»پیش بینی کردن« را بیاموزیم. برای نمونه، موضوعات پیش بینی می تواند موارد زیر باشد:
ــ متوسط درآمد سالانه در طول چند سال آینده؛

ــ طول عمر؛
ــ آیا فردا باران می آید؟

در این روند، با این وعده که دانش آموزان قرار است یاد بگیرند چگونه پیش بینی های دقیق داشته باشند، 
زمینه های یادگیری فراهم می شود.

اکثر دانش آموزان به دانستن اینکه چگونه به درستی می توان پیش بینی کرد، بسیار علاقه مند هستند. ما با 
استفاده از این علاقه مندی می خواهیم زمینه های یادگیری و درک ماندگار در آمار را برای آنان ایجاد کنیم. 
پیش بینی های دقیق  ایجاد  به  برای کمک  از روش ها  به عنوان مجموعه ای  را  آمار  ما می خواهیم  بنابراین، 

آموزش دهیم.
شکی نیست که ما می توانیم این کار را به خوبی انجام دهیم؛ زیرا دانش آمار مانند کلیدی است برای 

رمزگشایی از مجموعه ای از پیش بینی های بهینه.

روش تدریس

مجموعه سؤالات آغازین درس )صفحه 63(
در این مجموعه سؤالات بنا داریم تا توجه دانش آموزان را به مسئله »پیش بینی« و مفید بودن جمع آوری 
مجموعه ای از داده های آماری در فواصل زمانی مساوی و منظم جلب کنیم. این مجموعه گردآوری شده را 
»سری زمانی« می نامیم. در حقیقت، یک نوع ساده پیش بینی در آمار این است که اطلاعات گذشته را اساس 

کار پیش بینی آینده قرار دهیم.
فعالیت صفحه 63

اولین مرحله در تجزیه و تحلیل سری زمانی، رسم داده ها و به دست آوردن آماره های نمونه است. در این 
فعالیت با طرح مسئله میزان بارندگی در شش ماه دوم سال دو شهر آ و ب می خواهیم نشان دهیم داده های 
جمع آوری شده می توانند در توصیف و تشریح اطلاعات ما مفید باشند. به این ترتیب، زمینه تعریف سری 

زمانی را برای دانش آموزان فراهم می کنیم.
و  شهر  دو  مورد  در  داده ها،  نگاشت  پراکنش  نمودار  رسم  از  پس  دانش آموز،  که  باشیم  داشته  دقت 
توصیف اینکه فصل بیشترین میزان بارندگی در دو شهر متفاوت است، می تواند مفید بودن جمع آوری داده ها 
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در فواصل زمانی مناسب را درک کند.
کار در کلاس )صفحه 64(

با  کلاس«  در  »کار  این  در 
روز   6 به  مربوط  داده  جمع آوری 
درجه حرارت بدن یک بیمار و طرح 
پرسش هایی، مفهوم سری زمانی و 
یکی از کاربردهای آن )توصیف و 
تشریح اطلاعات گردآوری شده( را 

مرور می کنیم.
از  یکی  در  باشیم  داشته  دقت 
)رسم  فعالیت  این  قسمت های 
نمودار فقط برای ساعات 7 صبح( 
اگرچه  می کند  درک  دانش آموز 

جمع آوری داده ها در تعداد بیشتر مفید است، اما گاهی نتیجه گیری از روی داده های کمتر، بهتر است.
)نمودار برای 7 صبح بهتر نشان می دهد که بیمار پس از روز چهارم، وضعیت رو به بهبود دارد(

تذکر: در سری زمانی، محور افقی مربوط به زمان است. در برگه های ثبت دمای بدن بیمار، در هر روز 
4 بار دمای بدن بیمار ثبت می شود )هر شش ساعت یک بار(؛ بنابراین، هر یک واحد روی محور افقی، برابر 

با شش ساعت است.
فعالیت صفحه 65

کاربرد اصلی تجزیه و تحلیل سری های زمانی، پیش بینی است. اگر بین داده ها در طول زمان، وابستگی 
خاصی باشد، فرصت مناسبی پیش می آید تا به کمک آن مشاهدات بتوان روند آینده پدیده ای را از طریق یافتن 
الگوی داده ها پیش بینی کرد. در این فعالیت، هدف ما این است که دانش آموز درک کند اگر بتوانیم الگوی 

داده ها را شناسایی کنیم، قادر خواهیم بود پیش بینی های خوبی از آینده داشته باشیم.
فعالیت صفحه 66

دانش آموزان در این فعالیت با درون یابی )تخمین داده های بین داده های ثبت شده( آشنا می شوند.
تعداد مشتری ها در ساعت های فرد ثبت شده است. از دانش آموز می خواهیم، با توجه به تعداد مشتری ها 

در ساعات 9 و 11، تعداد مشتری ها را در ساعت 10 حدس بزند.
تغییر تعداد مشتری های فروشگاه بین ساعت 9 تا 11 ممکن است به شکل هریک از 4 نمودار صفحهٔ بعد 
صورت بگیرد، اما می توانیم نتیجه بگیریم بهترین تصمیم برای تخمین تعداد مشتری ها در ساعت 10، استفاده 
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از نمودار »ت« )تغییر به شکل یکنواخت( است؛ زیرا در این صورت، حتی اگر تعداد مشتری ها از الگوی 
نمودار »ت« تبعیت نکرده باشد، خطای تخمین ما از نمودارهای دیگر احتمالاً کمتر است، به این ترتیب، 

دانش آموز با انجام دادن این فعالیت قادر خواهد بود مفهوم درون یابی را درک کند.
در حقیقت تعداد مشتری ها نه تنها در ساعت های فرد، بلکه 
روبه رو،  شکل  در  است.  شده  ثبت  نیز  زوج  ساعت های  در 
خطای تخمین تعداد مشتری ها در ساعت 10 براساس ثبت تعداد 

مشتری ها در ساعات فرد، با پاره خطی نشان داده شده است.

کار در کلاس )صفحه 67(
در این فعالیت، با نوشتن معادله خط، مفهوم درون یابی خطی را کامل می کنیم.

x   =10
( )−− = − ⇒ = − ⇒ =

−
y x y x y

750 350
750 11 200 1450 550

11 9

بنابراین، خطای تخمین 50=|600-550| است.
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برای مشخص کردن خطای تخمین برای نقاط دیگر از روی شکل، می توانیم به نمودار زیر مراجعه کنیم.
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فعالیت صفحه 68
یا قبل از داده های  نیز زمینه تعریف برون یابی )تخمین داده های بعد  مانند فعالیت قبلی، در این فعالیت 

ثبت شده( فراهم می شود.
طبیعی است که رفتار قبل و بعد از داده های ثبت شده می تواند از الگوی داده های ثبت شده پیروی نکند، 
اما درست ترین تصمیم می تواند این باشد که تصور کنیم در یک بازه زمانی کوتاه مدت، این رفتار همچنان 
پاره خط(  اولین  از  قبلی  نقاط  برای  )یا  پاره خط  آخرین  از  بعدی  نقاط  برای  می توانیم  اگرچه  دارد.  ادامه 
استفاده کنیم، اما در این فعالیت نشان می دهیم خطی که نقطه انتهایی )یا ابتدایی( را به نقطه میانگین داده ها 

وصل می کند می تواند وسیله دیگری برای برون یابی باشد.
با توجه به اینکه (3,12) نقطه وسط است، معادله خطی که می خواهیم با آن برون یابی کنیم:

x   =6
( ) / / /−− = − ⇒ =  +  ⇒ =

−
y x y x y

19 12
19 5 3 5 15 22 5

5 3
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حل تمرینات برگزیده

1  کدام یک از داده های زیر سری زمانی است؟ پاسخ خود را توضیح دهید.

الف( تعداد مسافران فرودگاه بوشهر در هر ماه در 10 سال گذشته. 
ب( تعداد مشتریان یک تاجر برحسب مدت زمانی که صرف بازاریابی می کند.

ج( تعداد ساعاتی که در معرض نور مستقیم خورشید قرار داریم )شدت آفتاب سوختگی(. 
پاسخ: فقط مورد الف، سری زمانی است.

موارد ب و ج سری زمانی نیستند زیرا جمع آوری داده ها در زمان های مساوی و منظم نمی باشند.

٢  اگر نمودارهای شکل زیر یک سری زمانی باشند، در کدام حالت درون یابی و برون یابی خطی بهتری 

امکان پذیر است؟ پاسخ خود را توضیح دهید.

پاسخ: در دو نمودار مشخص شده، داده ها یکنواخت تر تغییر می کنند؛ پس درون یابی و برون یابی خطی 
بهتری صورت می گیرد.

٣  یک دکه دار تعداد بطری های آب فروخته شده از شروع فصل گرما را یک روز در میان، مطابق جدول 

زیر، ثبت کرده است:

شنبهپنجشنبهسه شنبهیکشنبهجمعهچهارشنبهدوشنبهشنبهروز

813162518222123تعداد بطری ها

الف( سری زمانی داده ها را رسم کنید.
ب( تعداد بطری های فروخته شده در روزهای فرد را درون یابی کنید.

ج( تعداد بطری های فروخته شده در روز دوشنبه از هفتهٔ دوم را برون یابی کنید.
تذکر: در قسمت ب، منظور، روزهای فرد هفته )اول( است؛ بنابراین، به ترتیب و با توجه به شکل، در 
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یکشنبه هفته اول 11، در سه شنبه 14 
و در پنجشنبه 21 بطری فروخته شده 

است.
هفتهٔ  به  دوم  هفته  ج،  قسمت  در 

سوم تغییر کند.
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30

 (4/5,18/25) نقطه میانگین
x       =  10/ ( )

/
−− = − ⇒ = +     ⇒  =
−

23 18 25 19 85
23 8 26

8 4 5 14 7
y x y x y

4  تعداد گل های زده شده در لیگ برتر فوتبال جام خلیج فارس در هفته های زوج و پایانی در جدول 

زیر آمده است.

2022242628هفته

3027323535تعداد گل ها

سری زمانی مربوط به آن را رسم کنید. تعداد گل های هفتهٔ 30ام را برون یابی کنید. 
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پاسخ: 
 (24,31/8) نقطه میانگین

x       =     30/ ( ) / /−− = − ⇒ =  +     ⇒  = 
−

31 8 35
35 28 0 8 12 6 37

24 28
y x y x y

5  میانگین افزایش خدمات یک تعمیرگاه نسبت به سال اول )سال پایه( برحسب درصد در جدول زیر 

آمده است.

123456سال

19/52938/5485867درآمد

الف( سری زمانی داده ها را رسم کنید.
ب( درصد افزایش خدمات سال هفتم این تعمیرگاه را نسبت به سال پایه برون یابی کنید.
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 (3/5,43/3) نقطه میانگین
x     =   7/ ( )

/
−− = − ⇒ =  +     ⇒   = 
−

67 43 3 237 253
67 6 76

6 3 5 25 25
y x y x y
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6  تعداد زلزله های بالای 7 ریشتر در جهان مطابق جدول زیر برای ده سال ثبت شده است.

سال اول دوم سوم چهارم پنجم ششم هفتم هشتم نهم دهم

تعداد زلزله های بالای 7 ریشتر 30 28 29 23 20 16 21 25 16 21

الف( سری زمانی آن را رسم کنید.
ب( میانگین سال و تعداد زلزله ها را به دست آورید.

ج( معادلهٔ خطی را که نقطه )22و10( را به میانگین سال و تعداد زلزله ها وصل می کند، به  دست آورید.
در سال  ریشتر   7 بالای  زلزله های  تعداد  آورده اید،  به دست  را  آن  معادلهٔ  که  از خطی  استفاده  با  د( 

یازدهم در جهان را برون یابی کنید.
هـ( اگر بدانیم در سال یازدهم دقیقاً 25 زلزله آمده است، خطای برون یابی چقدر است؟
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 (5/5,20/8) نقطه میانگین
x       =   11/ ( )

/
−− = − ⇒ =  +     ⇒  = 
−

21 20 8 2 4427
21 10 21

10 5 5 1055 211
y x y x y

بنابراین خطای برون یابی 4 است.
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7  نرخ تورم در ایران بین سال های ۱۳۱6 تا ۱۳۹5 در جدول زیر داده شده است.

نرخ 
نرخ سالتورم

نرخ سالتورم
نرخ سالتورم

نرخ سالتورم
نرخ سالتورم

نرخ سالتورم
نرخ سالتورم

سالتورم

18/4138617/3137627/7136625/113560/813464/413366/6132621/21316
25/4138718/1137728/9136710/013571/513471/0133711/113278/81317
10/8138820/1137817/4136811/413583/6134813/013382/313288/01318
12/4138912/613799/0136923/513591/513497/91339-17/2132913/81319
21/5139011/4138020/7137022/813605/513501/613408/3133049/51320
30/5139115/8138124/4137119/213616/313510/913417/2133196/21321
34/7139215/6138222/9137214/8136211/213521/013429/21332110/51322
15/6139315/2138335/2137310/4136315/513534/5134315/913332/71323
11/9139410/4138449/413746/913649/913540/313441/71334-14/41324

9139511/9138523/2137523/7136516/613550/813458/81335-11/51325

الف( نمودار سری زمانی داده ها را، ده 
سال در میان، رسم کنید.

قسمت  از  استفاده  با  را،  داده ها  ب( 
قبل، درون یابی کنید.

ج( بر روی همان سری زمانی، داده های 
جدول  از  استفاده  با  را  میان  در  سال  پنج 
به روی همان نمودار رسم و خطای درون یابی 

را محاسبه کنید.
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جهت دانلود رایگان منابع استخدامى دبیر ریاضى آزمون آموزش و پرورش، اینجا کلیک نمایید.
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