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سخنی با معلمّ

کتاب ریاضی و آمار پایهٔ دهم رشتهٔ انسانی در جهت اهداف برنامهٔ درسی ملیّ و در ادامهٔ تغییر 
کتاب های درسی دورهٔ اول متوسطه تألیف شده است.زمانی تأکید کتاب های درسی ریاضی بیشتر 
بر توانایی انجام دادن محاسبات بود. در رویکرد جدید، ضمن توجّه به این هدف، تأکید اصلی بر 
پرورش قوّهٔ تفکّر و تعقّل و رشد توانایی حلّ مسئله است. در واقع رویکرد » آموزش ریاضی برای 
حل مسئله« به » آموزش از طریق حل مسئله« تغییر کرده است. رسیدن به چنین هدفی، مشکلات 
و دشواری های فراوانی دارد و به سرعت امکان پذیر نیست ولی مدّ نظر قرار دادن آن می تواند 
جهت اصلی حرکت جامعهٔ آموزش ریاضی را تعیین کند. در این میان، اصلی ترین و مؤثرترین 
وظیفه بر عهدهٔ معلمّ قرار دارد. قدرت انعطاف و هماهنگی و همراهی معلمّان با برنامه های جدید 
ستودنی است. بر این اساس، مؤلفان کتاب حاضر سعی کرده اند برای انجام وظیفهٔ خویش در 
مورد آموزش معلمّان، ضمن اطلّاع رسانیِ مناسب و به هنگام دربارهٔ تألیف، کتاب راهنمای معلمّ و 

نیز فیلم های آموزشی مربوط را به موقع در اختیار همکاران عزیز قرار دهند.
ساختار کتاب حاضر از سه  بخش اصلیِ »فعّالیت«، »کار در کلاس« و » تمرین « و نیز مثال های 
به  صورت متنی، نکات مهم و تعاریف، تشکیل شده است. آنچه در هر  حل شده و توضیحات 
با مفهوم درس و سهیم بودن آنان در  »فعّالیت« به  طور عمده مدّ  نظر بوده آشنایی دانش آموزان 
ساختن دانش مورد  نظر است. فعّالیت ها شامل مراحلی مانند درک کردن، کشف کردن، حلّ 
مسئله، استدلال کردن، بررسی کردن، حدس و آزمایش، توضیح راه حل، مرتبّ کردن، قضاوت 
در مورد یک راه حل و مقایسهٔ راه  حل  های مختلف است. هدایت فعّالیت ها ساده و آسان نیست 
و صد  البتّه، اجرای مناسب آن ارزش زیادی دارد. فعّالیت ها در حدّ متوسّط طرّاحی شده اند؛ 
بنابراین معلمّ می تواند با توجّه به زمان و توانایی دانش آموزان خود، یک فعّالیت  را غنی تر کند 
یا با ارائهٔ توضیحات بیشتر و ایجاد تغییراتی، آن  را ساده تر نماید و حتی فعّالیتی مکمل در جهت 

آموزش همان مفهوم درسی طراحی کند. 
مؤلفان در کتاب ریاضی و آمار )1( بر این باورند که استفاده از مثال ها و مسائل کاربردی که 



رابطه ای با شاخه های مختلف رشتهٔ علوم انسانی داشته باشد می تواند علاوه بر ایجاد انگیزه در 
دانش آموزان برای یادگیری ریاضی و آمار به پرورش تفکرّ ریاضی در آنها کمک کرده طوری که در 
مواجهه با مسائل و مشکلات روزمره از این ذهنیت استفاده لازم را برده و در آینده افرادی خلّاق، 

متفکّر و با قدرتِ تجزیه و تحلیل و دلسوز برای خدمت به جامعه و ایران اسلامی تربیت شوند. 
آن  در  که   ریاضی،  گفتمان  یا  کلاسی  گفت و گوی  هدایت  فعّالیت،  دادن  انجام   هنگام 
دانش آموزان به ارائهٔ دیدگاه ها و دفاع از اندیشه های خود و نیز قضاوت و ارزیابی افکار و روش های 
ریاضی دیگر دانش آموزان می پردازند، به عهده معلمّ است. به طور خلاصه، فراهم کردن موقعیت های 
یادگیری و فرصت دادن به دانش آموز برای اینکه خود به کشف مفهوم بپردازد، می تواند یکی از 
دل مشغولی های همکاران عزیزمان باشد. »کار در کلاس« با هدف تثبیت و تعمیق و در مواردی، 
تعمیم یادگیری طرّاحی شده و انتظار این است که دانش آموزان بیشترین سهم را در انجام آن داشته 
تا همانند کار در  بررسی شده و سعی می شود  مثال ها توسط همکاران محترم در کلاس  باشند. 
کلاس ها دانش آموزان به حل و بررسی آنها مشغول باشند و روی نکات مهم و تعاریف که عمدتاً در 
داخل کادرهایی قرار دارند از طرف دبیران محترم تأکید لازم انجام خواهد پذیرفت. حلّ »تمرین« ها 
به عهدهٔ دانش آموزان است؛ اما ضرورت دارد که معلمّ زمینه را برای طرح پاسخ ها و بررسی آنها در 

کلاس فراهم سازد.
 گروه تألیف، آمادگی دریافت  نظرات و دیدگاه های تمامی همکاران و عزیزان را از طریق وبگاه 
واحد تحقیق، توسعه و آموزش ریاضی1 دارد. به علاوه، بسیاری از مطالب مربوط به پشتیبانی کتاب 
از طریق وبگاه داده شده قابل دریافت است. اطمینان داریم که با اتّکال به خدای متعال و تکیه بر 

تلاش، اراده و همّت شما دبیران محترم می توانیم به برآورده شدن اهداف کتاب امیدوار باشیم.
                                                                                                                        

                                                                                                                        مؤلّفان

1. www.mathrde.ir                         



فصل 1

عبارت های جبری
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                   نگاه کلی به فصل
با اتحادهایی نظیر، اتحاد مربع  با عبارت های جبری و همچنین  در پایه نهم، فصل پنجم، دانش آموزان 
مجموع دو جمله، مربع تفاضل دو جمله، مزدوج و جملهٔ مشترک و تجزیهٔ آنها و همچنین در فصل هفتم پایهٔ 
نهم با عبارات گویا، ساده کردن و اعمال جبری روی عبارات گویا آشنا شده اند. در این فصل که شامل دو 
درس می باشد، در درس اول، دانش آموزان پس از مرور مطالب مربوط به اتحادهای سال گذشته با استفاده 
اتحاد  نظیر  اتحادهای جدیدی  به  فعالیت ها  و  انجام کار در کلاس ها  و  از خاصیت ضرب عبارات جبری 
مکعب دو جمله ای و اتحاد تفاضل و مجموع مکعب دو جمله ای و تجزیهٔ آنها دست می یابند. نکتهٔ حائز 
اهمیت در فعالیت های این درس، این است که رسیدن به اتحادهای جبری با توجه به مثلث خیام صورت 
گرفته است و در این راستا باید توجیه کامل دانش آموزان در خصوص مثلث خیام، انجام گیرد و پس از 
رسیدن به اتحاد موردنظر، دانش آموزان باید بتوانند آن اتحاد را به صورت یک عبارت کلامی بیان کنند. 

درس دوم: یادآوری و تکمیل مطالب مربوط به ساده کردن و جمع و تفریق عبارات گویا می باشد.
از آنجایی که در درس اول مطالب مربوط به اتحادهای سال نهم کامل گردید، در این درس نیز ساده کردن 
مطالب  و  می گردد  مطرح  جدید  اتحادهای  این  کمک  با  گویا  عبارات  روی  جبری  اعمال  و  گویا  عبارات 
مربوط به عبارات گویا به صورت کامل بیان می شود. همچنین در جمع و تفریق عبارات گویا، مبحث مخرج 

نیز عنوان می گردد. مشترک گیری 

نقشۀ مفهومی
عبارت های جبری

اعداد کسریعبارات گویا

چند جمله ای ها
مقادیر تعریف نشده برای عبارات گویا

جمع و تفریق عبارات گویا

ساده کردن عبارات گویا

تقسیم یک جمله ای
بر یک جمله ای
تقسیم چند 
جمله ای بر

چند جمله ای

مخرج مشترک

تجزیه هر یک از چند جمله ای ها

حاصل ضرب عبارات مشترک با بزرگ ترین توان در عبارات غیرمشترک

اتحاد و تجزیه

مجموع و تفاضل مکعبات

مکعب دو جمله ای

مزدوج

مربع دو جمله ای

جمله مشترک

عامل فاکتور 



3فصل اوّل:عبارت های جبری

درس اول

اهداف درس اول
در فرایند آموزشی این درس، انتظار می رود که دانش آموزان به اهداف زیر برسند:

شدند  آشنا  آن  با  قبل  سال های  در  که  جبری  عبارت های  مورد  در  شده  ارائه  مطالب  یادآوری  1ــ 
جبری (.  عبارت های  تجزیه  و  مشترک  جمله  اتحاد  و  مزدوج  جمله ای،  دو  مربع  اتحادهای  ) به خصوص 
2ــ آشنا شدن با چند اتحاد جدید از جمله اتحاد مکعب دو جمله ای، تفاضل مکعب دو جمله ای و اتحاد 

مجموع مکعب دو جمله ای
3ــ آشنا شدن با مثلث خیام و نحوهٔ استفاده از آن جهت محاسبه a+b(n( برای nهای مختلف طبیعی 

جمله ای(  دو  )بسط 
4ــ کاربردهایی از مثلث خیام

5  ــ الگویابی

روش تدریس درس اول

هدف از این درس یادگیری اتحادهای مکعب دو جمله ای و مجموع و تفاضل مکعبات می باشد که در 
راستای تحقق این هدف، ابتدا با یادآوری اتحادهای سال گذشته، کار در کلاس هایی طراحی شده است و 

سپس دانش آموزان با انجام فعالیت هایی به اتحادهای جدید دست می یابند. 
هدف از کار در کلاس صفحات 10 و 11 مروری بر اتحادهای یاد گرفته شده در پایهٔ نهم و تجزیه به 

می باشد. آنها  کمک 
در کار در کلاس آخر صفحه 11 می خواهیم دانش آموزان کاربرد اتحادها را در بعضی از محاسبات 

بیاموزند. عددی 
در کار در کلاس صفحه 12 می خواهیم حاصل مکعب دو جمله ای را با استفاده از حاصل ضرب دو 
چند جمله ای که یکی از آنها اتحاد مربع دو جمله ای است که سال قبل آموخته و دیگری چند جمله ای ساده 

چند اتحاد جبری و کاربردها
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است، را به دست آوریم.
هدف از فعالیت صفحه 12 شناساندن مثلث خیام به دانش آموزان و توضیح دادن ارتباط بین سطوح آن و 

در نهایت به دست آوردن اتحاد مکعب دو جمله ای است و بیان آن با عبارت کلامی می باشد.
کار در کلاس صفحه 13 تمرین اتحاد مکعب دو جمله ای است.

با  دانش آموز،  که  مثلث خیام است  از  الگویابی  ابتدای صفحه 14، چگونگی  کار در کلاس  از  هدف 
توجه به توان های مختلف عدد 2 و ارتباط آن با  سطرهای مثلث خیام، یک حدس بیان می کند و براساس 
آن مقادیر مختلف توان های عدد 2 را به دست می آورد. البته باید به دانش آموزان تأکید نمود که هر حدس 
ریاضی، باید ابتدا اثبات گردد در غیراین صورت ممکن است درست نباشد. در همین راستا، کار در کلاس 
بعدی در صفحه 14 آورده شده است که دانش آموز با توجه به توان های محاسبه شده برای عدد 11 تا توان 
چهارم و ارتباط آن با مثلث خیام، حدس می زند که باید 115 نیز بر حسب اعداد واقع در سطر ششم مثلث 

خیام به صورت زیر نوشته شود:
115=1510105 1  

در صورتی که اگر 115 را با همان روش توان های کوچک تر، به صورت مستقیم به دست آورد، به صورت 
زیر خواهد بود.

115=)1+10(5=1+5×10+10×102+10×103+5×104+1×105 =161051  
یعنی حدس دانش آموز غلط است. حال سؤالی که مطرح می شود این است که آیا الگویی برای یافتن 

توان های مختلف 11، با استفاده از مثلث خیام وجود دارد؟ جواب مثبت است.
برای این منظور، از 115 شروع می کنیم. برای پیدا کردن مقدار 115، اولین عدد سمت چپ سطر ششم 
مثلث خیام را درنظر گرفته و آن را با رقم دهگان عدد بعدی و سپس با رقم صدگان عدد بعد از آن و به همین 
صورت ادامه می دهیم و حاصل آن را به عنوان اولین رقم از سمت چپ حاصل عبارت 115 قرار می دهیم.

سطر ششم  1  5  10  10  5  1  
چون رقم دهگان عدد 5، صفر است و اعداد بعد از 5 نیز رقم صدگان ندارند، لذا طبق فرمول بالا، اولین 

رقم 115 برابر است با 
رقم اول      1=1+0  

دومین رقم از سمت چپ 115، بقیه به حالت قبل از دومین عدد سطر ششم مثلث خیام شروع می شود و 
با رقم دهگان عدد بعد از آن جمع می شود و سپس با رقم صدگان عدد بعد 7 و … لذا داریم:

رقم دوم      6=5+1  
رقم های بعدی 115 نیز به طور مشابه محاسبه می شوند:
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رقم سوم     1=0+1 رقم ششم      5=5+0   
رقم چهارم      0=0+0 رقم هفتم      = 1   

بنابراین 
115 =1  6  1  0  5  1  

برای توان های کمتر از 5، یعنی 111، 112، 113 و 114 نیز الگوی بالا را اعمال کنید و چون هیچ کدام 
از اعداد واقع در سطرهای دوم تا پنجم مثلث خیام، عدد دو رقمی نیستند لذا رقم دهگان و صدگان و …، 
پنجم مثلث خیام  تا   توان های 11، همان اعداد واقع در سطرهای دوم  ارقام  همگی صفر هستند و دقیقاً 

هستند.
حال این الگو را برای 116 انجام می دهیم:

1     6      15      20     15     6     1      سطر هفتم مثلث خیام  
1=0+1= رقم اول از سمت چپ 116  
7=1+6= رقم دوم از سمت چپ 116  
7=2+5= رقم سوم 116  
1=1+0= رقم چهارم 116  
5=0+5= رقم پنجم 116  
6=0+6= رقم ششم 116  
1= 0+ 1= رقم هفتم 116  

لذا خواهیم داشت:
116 =1    7     7     1     5     6     1  

حال سؤالی که در ذهن بسیاری از شما معلمین ایجاد خواهد شد این است که د ر مراحل بالاتر توان های 
عدد 11، احتمالاً جمع رقم یکان + رقم دهگان + رقم صدگان + …،  خود نیز یک عدد دو رقمی و یا 
چندرقمی خواهد شد، در این صورت باید چه کار کرد؟ جواب بسیار راحت است. باید در چنین حالتی، 
حاصل به دست آمده که یک عدد دو رقمی یا بیشتر است را در همان موقعیت به دست آمده قرار داد و سپس، 

همین الگو را مجدداً روی رقم های حاصل، اعمال کرد. به مثال زیر توجه کنید.
قصد داریم 118 را به دست آوریم. لذا باید سطر نهم مثلث خیام را درنظر بگیریم:

1     8     28     56     70     56     28     8     1     سطر نهم مثلث خیام  
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1=0+1= رقم اول 118  
10=2+8= رقم دوم 118  
13=5+8= رقم سوم 118 این همه عدد، دو رقمی هستند 
13=7+6= رقم چهارم 118  
5=5+0= رقم پنجم 118  
8=2+6= رقم ششم 118  
8=0+8= رقم هفتم 118  

8=0+8= رقم هشتم 118  

        1= رقم نهم 118
لذا اعداد زیر را که حاصل شده اند، پشت سر هم قرار می دهیم:

1     10     13     13     5     8     8     8     1  
حال مجدداً همان الگو را روی اعداد بالا اعمال می کنیم:

2=1+1= رقم اول 118  
1=1+0= رقم دوم 118  
4=1+3= رقم سوم 118  
3=0+3= رقم چهارم 118  
5= رقم پنجم 118  
8= رقم ششم 118  
8= رقم هفتم 118  

8= رقم هشتم 118  

        1= رقم نهم 118
لذا عبارت 118 به صورت زیر خواهد بود:

118 =2     1     4     3     5     8     8     8     1  
در فعالیت صفحه 15 می خواهیم مهارت تجزیهٔ عبارات را به کمک اتحادهای مجموع و تفاضل مکعبات 

به دست آوریم.
هدف از تمرین 6 صفحه 16 به دست آوردن اتحاد مربع دو جمله ای با استفاده از مجموع مساحت های 

مستطیل های واقع در مربعی به ضلع a می باشد.
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توصیه های آموزشی
1 در تجزیهٔ عبارات جبری اگر فقط کلمهٔ تجزیه به کار برده شد، عبارات را تا جایی که به عدد صحیح 
برسیم، تجزیه می کنیم. اما اگر عبارت »به ساده ترین صورت تجزیه کنید« به کار برده شود، می توان تجزیه را تا 

آخرین مرحله و داشتن ضرایب گویا نیز ادامه داد.
2 بیان عبارت کلامی متناظر با اتحادها ضروری است. بنابراین بعد از طی مراحل رسیدن به اتحادها، از 

دانش آموزان بخواهید که عبارت اتحاد را به صورت عبارت کلامی و کامل بیان کنند.
3 با حل کامل کار در کلاس ها و فعالیت های مرتبط با مثلث خیام، سعی کنید دانش آموزان را با این 

شیوه به طور کامل آشنا سازید و کاربرد آن را در اتحادها برایشان روشن نمایید.
4 به دست آوردن اتحادهایی که جملات گویا دارند، برای دانش آموزان کمی دشوار است. توجّه نمایید 

که با حل تمرین 1 صفحه 15 و تکرار مثال هایی مشابه این تمرین، می توان این مشکل را برطرف ساخت. 
مشترک،  عامل  از  ابتدا  که  کرد  توصیه  دانش آموز  به  می توان  مرکب،  جبری  عبارات  تجزیه  در   5
فاکتورگیری انجام گیرد پس از اتحادها، تا در تمرین هایی شبیه تمرین )5ــ الف( دچار مشکل نشود. همچنین 

باید یادآوری کرد که عامل فاکتور می تواند خود یک عبارت، حتی عبارت توان دار باشد.
6 دانش آموزان در مبحث توان رسانی دچار مشکل می شوند. سعی شود قبل از ورود اعداد توان دار 

در اتحادها و به دست آوردن حاصل آنها، در مورد توان رسانی یادآوری صورت گیرد.

اشتباهات رایج دانش آموزان
بعضی اوقات دانش آموزان در اتحاد مکعب تفاضل دو جمله، هم منفی بین دو جمله را برای جملهٔ دوم 
درنظر می گیرند و هم طرف دوم اتحادها را. لازم است یادآوری شود که در این مواقع فقط ما جملات را 

بدون درنظر گرفتن علامتشان، در طرف دوم اتحاد قرار می دهیم.
)2x-1(3=)2x(3-3)2x(2)-1(+3)2x()-1(2-)-1(3  
=8x3 + 12x2 + 6x + 1 → .اشتباه است  
)2x-1(3=)2x(3-3)2x(2)1(+3)2x()1(2-)1(3  
=8x3-12x2+6x-1 →.صحیح است  
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نمونه سؤال های ارزشیابی

1 با استفاده از اتحادها، حاصل عبارات زیر را به دست آورید.

2x+3y(2( )الف y2(2+1-( )ب  +2x( )پ  1

2
(2  

x) )ث  )2x-1()4x2+2x+1( )ت )(x )− +
1 1

3 3
a )ج  b( )− 3

3 2
 

)2x-4()2x+3( )چ )a+2b()a2-2ab+4b2( )ح    

2 عبارات زیر را به کمک اتحادها تجزیه کنید.  

x2+10x+25 )الف 4a2+4ax+x2 )ب   

x )ت   4x2-y2 )پ z
−

2 2

4 9
 

4x2-10x-6 )ث a3+8b3 )ج   

-27x3 )ح  x3+3x2+3x+1 )چ  1

8
 

a3-6a2+12a-8 )خ x )د  x+ +2 2 2 2    

a2-2 )ذ    

3 حاصل عبارت را به کمک اتحادها به دست آورید.

)x+y(2-)x-y(2  

4 با استفاده از اتحادها حاصل عبارات زیر را به دست آورید.

3)11( )الف 98×102 )ب  2)99( )پ  3)999( )ت   

5 عبارت های زیر را به ساده ترین عبارت تجزیه کنید.

a2+4(4+ 64a6)a2+4(3(18a8 )الف  

x12-27x3 )ب  
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عبارت های گویادرس دوم

اهداف درس دوم

در فرایند آموزشی این درس، انتظار می رود که دانش آموزان به اهداف زیر برسند: 
1 شناسایی عبارت های گویا و تشخیص آنها از عبارات غیرگویا

2 توانایی ساده کردن عبارات گویا
3 توانایی جمع و تفریق عبارات گویا و مخرج مشترک گیری بین آنها

4 به دست آوردن مقادیری از متغیرها که به ازای آنها، مقدار عددی عبارات گویا تعریف نمی شود.

روش تدریس درس دوم

هدف از این درس کامل کردن مطالب مربوط به عبارات گویای سال گذشته، اعم از ساده کردن و جمع و 
تفریق عبارات گویا، می باشد. برای همین منظور، ابتدا با یادآوری تشخیص عبارات گویا از عبارات غیرگویا، 
فعالیت و کار در کلاسی طراحی شده است و سپس با انجام کار در کلاس ها و فعالیت های بعدی هدف اصلی 

درس تحقق می یابد.
هدف از فعالیت صفحه 18 این است که دانش آموز بتواند عبارات گویا را از عبارات غیرگویا تشخیص 

دهد. و در این راستا به مطالب سال گذشته راجع به عبارات گویا نیز، باید مسلط باشد.
هدف از اولین کار  در کلاس صفحه 19 تشخیص عبارات گویا و همچنین تعیین مقداری است که به 

ازای آن مخرج کسر صفر شود. )مروری بر مطالب سال گذشته(
اتحادها  از  آنها  تجزیهٔ  در  که  گویایی  عبارات  ساده کردن   ،19 در کلاس صفحه  کار  دومین   1 قسمت 

می کند. یادآوری  را  می شود  استفاده 
قسمت 2 آن کار در کلاس، اشاره به یکی از اشتباهات رایج دانش آموزان است که در ساده کردن عبارات 
گویا به عمل ضرب بین عامل های مشترک دقت نمی کنند و عبارت داده شده را به صورت غلط ساده می کنند.

www.iranarze.ir
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x y+2 22

y 2
 =2x2+1 →  ،اشتباه است  

زیرا باید صورت و یا مخرج به صورت حاصل ضرب باشند تا ساده شوند.  
قسمت 3، نکتهٔ صفحه 19 )ساده کردن عبارات گویا( را با مثال مفهومی متذکر می شود و آن این است که 

عاملی که از صورت و مخرج خط می زنیم باید مخالف صفر باشد.
هدف از فعالیت صفحه 21، درک مفهوم کوچک ترین مضرب مشترک بین چند جمله ای ها و در نهایت 
رسیدن به این نکته که مخرج مشترک گیری یعنی به دست آوردن حاصل ضرب عبارات مشترک با بزرگ ترین 

توان در عبارات غیرمشترک بعد از تجزیهٔ هر یک از چند جمله ای هاست.
قسمت 1 کار در کلاس صفحه 22 یادآوری کوچک ترین مضرب مشترک بین دو عبارت می باشد که در 

سال های گذشته به صورت ساده تر خوانده اند.
قسمت 2 کار در کلاس صفحه 22 نشان می دهد که مخرج مشترک همان کوچک ترین مضرب مشترک 

دوچند جمله ای می باشد.
کلی  به طور  اینجا  در  مورد مخرج مشترک،  در  دانش آموزان  فراگیری  به  توجه  با  فعالیت صفحه 23، 
جمع و تفریق عبارات گویا را می آورد و از کوچک ترین مضرب مشترک برای مخرج مشترک گیری به این 
ترتیب که ابتدا با یکی کردن مخرج ها و سپس اینکه مخرج اولی چه چیزی نسبت به مخرج مشترک کم دارد 
که صورتش باید در آن ضرب شود، تک تک این عبارات را به این صورت به دست آورده و در آخر بر طبق 

صورت مسئله با هم جمع یا از هم کم می کنند.
کار در کلاس صفحه 23 تمرینی بریادگیری فعالیت صفحه 23 می باشد.

توصیه های آموزشی
1 در ساده کردن عبارات گویای مرکب، از دانش آموزان بخواهید که تجزیه عبارت های جبری را به خاطر 

بیاورند و سپس به آنها توصیه کنید که از روشی استفاده کنند که برای آنها راحت تر و قابل فهم تر است.
2 در حالت کلی، اکثر دانش آموزان با مخرج مشترک گیری ساده نیز مشکل دارند، بنابراین توصیه می شود 
ضمن یادآوری مخرج مشترک گیری ساده، در مبحث جمع و تفریق عبارات گویا، مخرج مشترک گیری عبارات 

گویا را مفصل برای دانش آموزان تفهیم فرمایید. 

اشتباهات رایج دانش آموزان
1 یکی از اشتباهات رایج دانش آموزان، در ساده کردن عبارت هایی است که در صورت و مخرج عامل 
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مشترکی وجود دارد، ولی به صورت ضرب نیست مانند: 
x 2

x

+
2

6 اشتباه است. 6=   
برای پرهیز از این گونه اشتباهات، باید به دانش آموزان تذکر داده شود که فقط در صورتی می توان عامل 
مشترک صورت و مخرج را با هم ساده کرد که هم صورت و هم مخرج کسر به صورت حاصل ضرب دو یا 
 x2 را نمی توان به صورت حاصل ضرب x2+6 چند عبارت نوشته شده باشد. در صورتی که در عبارت بالا

در یک عبارت دیگر نوشت.
2 اشتباهات دیگر دانش آموزان اینکه، در تفریق عبارات گویا، علامت منفی پشت عبارت را فقط در 
به دانش آموزان متذکرّ  باید  بقیهٔ جملات لحاظ نمی کنند. در این صورت حتماً  تأثیر داده و در  اولین جمله 

شوید که علامت منفی باید در تمام جملات بعد از آن ضرب شود.

y y y y y
y y y y
− − − − − − −

− = =
− − − −
3 3 4 3 3 4 2 7

2 5 2 5 2 5 2 5
اشتباه است →   

y y y y y
y y y y
− − − − + − +

− = =
− − − −
3 3 4 3 3 4 2 1

2 5 2 5 2 5 2 5  
صحیح است →

 

مقادیر  تعیین  برای  که  است  این  می شوند  مرتکب  دانش آموزان  که  اشتباهاتی  از  دیگر  یکی   3
تعریف نشدهٔ یک عبارت گویا، ابتدا صورت و مخرج را ساده می کنند. سپس با مساوی صفر کردن 
مخرج، مقدار تعریف نشده را به دست می آورند و این کار اشتباه است. برای به دست آوردن مقادیر 
تعریف نشدهٔ یک عبارت گویا اصلاً نباید عبارت گویا را ساده کرد. بلکه فقط باید مخرج را تجزیه 

کرده و مساوی صفر قرار داد و مقدار تعریف نشده را به دست آورد.

نمونه سؤال های ارزشیابی
1 حاصل عبارت های زیر را به دست آورید.

x )الف
x xx x

− +
− −− +2

1 2 1

1 34 3
 

x )ب x
x x x

+
− −

− −
1 1

1 2 2
 

x )پ
xx x x

+
− +

−− + +

3

3 2

8 1 2

28 2 4
 

××
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x )ت xy x xy y
x xy x y

+ + +
−

− −

2 2 2

2 2 2

2  

2 عبارات گویای زیر به ازای چه مقادیری از متغیرها تعریف نشده اند؟

x )الف x
x x

− −
+ +

2

2

6

4 4
x )پ  a

x xa
−
−

4 4

3 2

16

2 8
 

a )ب c ab c
a b c a bc

−
−

2 3 2

2 2 3 3
x )ت  x x

x(x )(x )
− +
− +

3 24 3

1 2
 

x جمع شود حاصل 3 شود.
x
+
−

1

1
3 عبارت گویایی را بیابید که اگر با 

                        حل تمرین  فصل  1

تمرین صفحه 15

 1  )x-1(2=x2-2x+1  

(y ) y y+ = + +2 21 1 1

4 2 16
 

a a a( )− = − +
2

2 4
2 4

3 3 9
 

( z ) z ( z) ( ) ( z)( )− = − + −3 3 2 21 1 1 1
2 8 3 2 3 2

2 2 2 8
 

( z) z z= − + −3 2 3 1
2 6

2 8
 

b b b b( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )+ = + + +3 3 2 2 31 1 1 1
3 3

4 3 4 4 3 4 3 3
 

b
= + +

1 3 3

64 48

b 2

36

b b b b
+ = + + +

3 2 3

12

1

27 64 16 12 27
 

2 (a ) a a+ = + +2 22 2 2 2  
)1-2x(2=1-4x+4x2  
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( x) x x x+ = + + +3 2 33 3 3 9 3 3  

3  x6-1=)x3(2-12=)x3-1()x3+1(=)x-1()x2+x+1()x+1()x2-x+1(  
1+z3=)1+z()1-z+z2(  
8-t6=23-)t2(3=)2-t2()4+2t2+t4(  
9x2-6x+1=)3x-1(2  
25x2+25x+6=)5x+2()5x+3(  
4x2+14x+12=)2x+3()2x+4(=2)2x+3()x+2(  

4  )x+2()x2-2x+4(=x3+8  
)7x-2()49x2+14x+4(=)7x(3-8=343x3-8  

 
5 x2+5(3-10x4)x2+5(4(12x6 )الف   

2x4)x2+5(3)6x2-5)x2+5((=2x4)x2+5(3)x2-25(  
=2x4)x2+5(3)x-5()x+5(  

)x4-54(=x4 )x2-52()x2+52(x8-625x4=x4 )ب  
=x4)x-5()x+5()x2+25(  

 
6 a-b(2(=S1 )الف   

S2 =b)a-b(  
S3 =b)a-b(  
S4 =b2  

a-b(2+b)a-b(+b)a-b(+b2(=S=S1+S2+S3+S4 )ب  
=)a-b(2+2b)a-b(+b2 ٭  

 )پ
 

(x y)

S ((a b) b)

+

= − +
2

2  طبق ٭    

y Xx y

(a b) b (a b) b− + − +
2 2

2 2

2

2  
 

7  )1001(3=)1000+1(3=)1000(3+3)1000(2)1(+3)1000()1(2+13  

S 1 S2

S3 S4

a _ b
a _ b

b

b

b
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=1000000000+3000000+3000+1=1003003001  
)99(3=)100-1(3=)100(3-3)100(2)1(+3)100()1(2-1=1000000-30000+300-1  

=970299  

تمرین صفحه 24

1  x
x

+
−

2

2

1

1
                        x2-1=0→x = ±1  

2  x
x

+
+

2

2

2 1

4
                        x2+4=0→x 2 = -4غ ق ق  

3  
x x+2

5                         x2+x=0→x)x+1( = 0     x
x
=
= −

0

1     
  

4  x x x
x(x )(x )

+ +
+ −

3 2

2

3 2

1 4
                        x)x+1()x2-4( = 0     

x
x
x

=
= −
= ±

0

1

2    
  

5  x y xy
x
+2 2

2

3 6                         x2=0→x = 0  

6  a a m
am a

−
−

3 3

2

42 30

25
                        am2-25a=0→a)m2-25( = 0     a

m
=
= ±
0

5
 

7  b x ab x
a b x a b x

−
−

3 4 3 3

2 2 2 3 2
                      a2b2x2-a3b2x=0→a2b2x)x-a( = 0     x

x a
=
=

0  

8  x a
ax a x

−
−

6 6

3 3
                      ax3-a3x=0→ax)x2-a2( = 0     x

x a
=
= ±

0     

9  x y x xy
x y xy

− +
− + =

2 2 2

2 2

4 5 8 15 18
1

9 6 18
 

10 x x x
x x x
+ + − +

− = =
− − −

1 1 1 2
1

1 1 1
 

11 
m

mm m
mm

+
+ +

= =
++

1 1
1 1

11
1

m ( m)+1 m
=

1  
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12 (x y)x x (x y) (x y) x y
x y x yx y x y x y

−+ − − + −
+ − = = =

+ −− − −2 2 2 2 2 2

22 1 1 2 2 2

(x y)− (x y)+
 

x y
=

+
2  

13 x x
xx x x

+ +
− −

−− + −2 2

3 2 5

36 9 9
 

x2-6x+9=)x-3(2  
x2-9=)x-3()x+3( 

ک م م
 -)x-3(2)x+3(  

3-x=-)x-3(  

(x )(x ) (x )(x ) (x )(x )
(x ) (x )

− + + + + − − − +
=

− − +2

3 3 2 3 5 3 3

3 3
 

x−
=

2 x x− − + 26 9 x x x x x x
(x ) (x ) (x ) (x ) (x ) (x )

− − − + − − + + −
= =

− − + − − + − +

2 2 2

2 2 2

6 5 45 5 7 30 5 7 30

3 3 3 3 3 3
 
 

14 y y
yy y y

− +
− −

−− − +2 2

3 2 2

24 4 4
 

y2-4=)y-2()y+2(  
y2-4y+4=)y-2(2 

ک م م
 -)y-2(2)y+2(  

2-y=-)y-2(  

y(y )(y ) (y ) (y )
(y ) (y )

−− − − + + − −
= =

− − +

22 2

2

3 2 2 2 4

2 2

y y+ − + 25 6 y y

(y ) (y )

+ + − +

− − +

2

2

4 4 2 8

2 2
 

y y y y
(y ) (y ) (y ) (y )
− + + − −

= =
− − + − +

2 2

2 2

2 9 6 2 9 6

2 2 2 2
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معادله درجه دوم
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                   نگاه کلی به فصل

با معادله درجه اول شروع شده که هدف آن مهارت دانش  آموز در مدل سازی یک  مطالب این فصل 
با  سپس  کرده،  بحث  مسئله  یک   جواب های  تعداد  مورد  در  بتوان  که  می باشد  ترازو  یک  توسط  معادله 
اطلاعات مسئله تشکیل یک معادله داده و مهارت تشکیل دادن یک معادله را تجربه کرده، سپس به حل آن 
بپردازد. بعد با بیان مثالی که از کتاب نهم اقتباس شده با داشتن قطر مربعی می خواهد محیط را به دست 

به این معادله درجه دوم می گویند. بالاتر را معرفی می کند که  آورد. سرانجام معادله ای از درجه 
در ادامه جواب های معادله را با حدس زدن و سپس روش ها و فنون حل معادله درجه دوم بیان می کند و 
همچنین با داشتن جواب های یک معادله می توان آن معادله را تشکیل داد که آن معادله منحصر به فرد نیست 
و سپس با بیان چند مسئله مهارت ساختن معادله درجه دوم را بیان می کند که در اینجا سعی شده از مثال هایی 
استفاده کنند که دانش آموزان رشته انسانی با آنها سر و کار دارند مثل مفاهیم تابع سود، درآمد، هزینه، نقطه 
سر به سر. و در انتها با نوع دیگر معادلات  که آنها را معادلات کسری یا گویا می گویند آشنا می  شوند تا 
بتوانند با استفاده از آن، مسائل کاربردی را از طریق معادلات گویا حل کنند. البته به طور مختصر فقط با 

مفهوم روابط بین ضرایب و ریشه ها آشنا می شوند.

نقشۀ مفهومی

P(x)معادلات
Q(x)

=0 معادلات گویا کسری 

مهارت تشکیل یک معادلهحل معادله گویا
گویا یا کسری  

(ax 2 +  bx  +  c  =0) معادله درجه دوم(ax  +  b  =0) معادله درجه اول

مهارت تشکیل یک معادله 
درجه اول و سپس حل آن

روش های حل معادلات درجه دوم

 مهارت تشکیل معادله
درجه دوم

روابط بین ضرایب و ریشه
     مربع کامل کردن    

جمع دو ریشه
      bx x

a
+ = −1 2

    ضرب دو ریشه
cx x
a

=1 2

تجزیه

 روش کلی یا (∆ ) 



19فصل دوم:معادله درجه دوم

                         دانستنی های معلم
ریشه یابی معادلات روش های یافتن ریشه های یک معادله )The roots of equation( یعنی نقاط تلاقی 
نمودار آن معادله با محورهای مختصات می باشد و چون در توابع y را برحسب x تعریف می کنیم ریشه های 
 y  =  ax   + b ها )طول ها( در نظر می گیریم. برای مثال ریشه های معادله x یک معادله را نقاط برخورد با محور
و یا  y  =  ax2  + bx   +   c و یا به طورکلی y  =  axn    + bxn-1   +   cxn-2  +...+  c نسبت به محور xها در واقع نقاط 
اشتراک نمودار معادله با محور xها می باشد و چون آن نقاط روی محور xها می باشد دارای عرض صفر 

می باشند. بدین منظور باید مقدار x را در معادله ای که عرض )y( آن صفر است به دست آوریم.
در حل معادله درجه اول که به صورت y  =  mx  +  h می باشد و y عرض اصلی و h عرض اولیه یا عرض 
hx که x برابر است با حاصل تقسیم  mx h

m
−

= ← + =0
 
ازمبدأ است باید y  =  0 قرار دهیم و داریم

عرض از مبدأ به شیب یعنی هنگامی که عرض از مبدأ صفر باشد نمودار از مبدأ می گذرد و x =  0 می باشد.   
در معادله درجه دوم y  =  ax2  + bx   +   c که y  =  0 قرار می دهیم و ax2  + bx   + c   =0  را شروع به حل کردن 
می کنیم در صورت تجزیه عبارت درجه ٢ به پرانتز های درجه 1 حداکثر ٢ تا پرانتز ظاهر می شود که ممکن 
است این دو پرانتز شبیه به هم باشند پس می توان گفت که هر معادله درجه دوم حداکثر ٢   جواب دارد. اگر دو 
پرانتز مثل هم نباشند )٢ جواب( اگر پرانتزها مثل هم باشند )1 جواب( و اگر نتوانیم تجزیه کنیم اصلاً جواب 

نداریم: سپس می توان گفت که معادله درجه n، حداکثر n جواب دارد.
عبارت b2  -   4ac را برابر با حرف دلتای ∆ نمایش می دهند دلتا در ریاضیات نماد فاصله یا تغییرات است. 

طبق قضیه تثلیث دلتا
1 اگر 0<  ∆ در این صورت فاصله بین دو ریشه مثبت است. پس معادله دو ریشه مختلف است.

2 0=  ∆ در این صورت فاصله بین دو ریشه صفر است پس هر دو جواب یکی است و معادله اصطلاحاً 
ریشهٔ مضاعف دارد.

3 0>  ∆ فاصله بین دو ریشه منفی است و همان طورکه می دانیم فاصله عدد منفی نمی تواند باشد و از 
سوی دیگر  ∆ در زیر رادیکالی با فرجه زوج نمی تواند باشد پس ریشه ندارد.

به کمک نقاط برخورد خط و سهمی می توان تعداد جواب های معادله را تشخیص داد.
y  =  ax2  + bx   +   c  

دو جوابیک جوابجواب ندارد
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اگر ∆ مربع کامل باشد جواب های مسئله اعداد گویا می باشند.

                        مسیرهایی برای توسعه

آزمون های  برای  و  دارند  فراتری  توانایی  که  دانش آموزانی  ویژه  ادامه،  در  از مسائل مطرح شده  برخی 
نمی شود. توصیه  عمومی 

1 مجموع ثلث و خمس عددی ٣٤ واحد بیشتر از ربع آن عدد است، نصف این عدد را بیابید.
2 مجموع سه عدد فرد متوالی ٤8٣ است رقم دهگان عدد بزرگ تر را بیابید.

3 می دانیم قیمت پارچهٔ ابریشمی ٦ برابر پارچه نخی است و با 1880000ریال می توانیم ٥0 متر پارچهٔ 
نخی و ٢٣ متر پارچه ابریشمی بخریم. قیمت یک متر از هر نوع پارچه رامعین کنید.

4 جواب معادلهٔ   x-1(  = x(2-4 از جواب معادلهٔ )٢x  =2)0/2x  +0/005 - 0/25  چقدر بیشتر است؟
5 امسال پدری در ٢0 سالگی فرزندش ٤٦ سال دارد. چند سال قبل سن پدر سه برابر سن پسرش 

است؟  بوده 
6 معادلات زیر را به روش تجزیه حل کنید.

x3  -10x2 +    21x   =  0 )ت                               4x  +1(2)2x-1(2 ( )الف  
٤x   +4  =0- x3  -  x2 )ث                       x2 -9()x2-7x   +10(  =0  ( )ب   
x4  - 13 x2   +  36   =0 )ج                               x2  -  7xy   +12y2  =0 )پ  

7 معادلات زیر را حل کنید.
x )الف ( )x− − + − =23 2 3 1 3 2      x2  + 3x  -5()x2 +3x-2(  =4( )ث         0
x )ج                       x +  2(2+2x2= )2x   -3(2  +x(2 )ب  x

x x
− + =

− +
2

2

6
4 2

4 3
 

  x-1(4  + x2  =19+2x( )چ                                             x  +1(3  -  x3 =1( )پ
x-1(  ) x-2() x-3()x-4(  =3( )ح              3x  +1(3- 5)3x+1(2  +6)3x+1(=0( )ت  

8 نشان دهید معادله a2 +1(  x2= bx   +  ax  +2  ( همواره جواب دارد.
9 اگر A =2x -1 باشد آنگاه جواب معادلهٔ A2 +2A -1=0 را به دست آورید.  

10 حاصل ضرب و حاصل جمع ریشه های معادله 2x+1()x2+3x(=2x)x2+1(  +5( را به دست آورید.
11 مجموع ریشه های معادله 2x2 -3mx+1=0 از حاصل ضرب ریشه های آن یک واحد بیشتر است 

m را بیابید.
بیابید که معادلهٔ m  +3( x2+2)3m  +1(  x +  )m +3( =0( دارای ریشهٔ مضاعف  12 مقدار m را طوری 

باشد. سپس ریشهٔ مضاعف را حساب کنید. 
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13 ابعاد زمین فوتبال 90 ×60 است و عرض حاشیهٔ پشت دروازه ها، ٢ برابر عرض حاشیه کنار زمین 
است. اگر بنا باشد مساحت زمین فوتبال و حاشیه آن برابر باشد، حاشیه اطراف زمین چقدر است؟

14 مساحت زمین مستطیل شکلی 18 مترمربع ومحیط آن 1٧ متر می باشد قدر مطلق اختلاف طول و 
عرض این زمین چقدر است؟

15 اگر معادلهٔ ax2  +  b x2   +  c  =  0 دو جواب داشته باشد شرطی بیابید که 
الف( دو جواب قرینه یکدیگر داشته باشد.                   ب( دو جواب معکوس یکدیگر داشته باشد.

16 سه کارگر که کم تجربه می باشند لوله کشی یک ساختمان را طی 8 روز به اتمام می رسانند ولی همین 
میزان کار را دو کارگر با تجربه در 5 روز انجام می دهند. دو کارگر کم تجربه و یک کارگر با تجربه طی چند 

روز این کار را انجام می دهند؟
17 دو شیر A و B هریک به تنهایی ٣ و ٥ ساعت یک استخر را پر از آب می کنند و دریچه تخلیه در ٦ 
ساعت استخر را تخلیه می کند اگر دو شیر A و B و دریچه تخلیه باز باشد آیا استخر پر از آب می شود؟ چرا؟

 1٥ ساعت  سه  گردش  یک  در  را  مسافران  اهواز  شهر  در  کارون  رودخانه  در  تفریحی  قایق های   18
کیلومتر برخلاف جریان آب به بالای رودخانه می برند و سپس برمی گردانند. اگر سرعت آب از بالا به پایین 
٢km/h باشد، سرعت ثابت قایق تفریحی )در آب ساکن( چقدر است؟ مدت زمانی که قایق در خلاف جهت 

آب رودخانه حرکت می کند چقدر است؟ 
x

x x x x
−

− =
+ − + +2 2

1 2 1 2

1 1 1
19 معادله را حل کنید. 

20 نمودار تابع y  =  2x2  -  5x  -3 و y  =  x2  -  x  -30 محور xها را در چه نقاطی قطع می کند؟

 نمونه سؤال های ارزشیابی 
1 از تعداد CDهایی که نسترن داشت نیمی را به برادرش ونیمهٔ بقیه اش را به پدرش و ونیمهٔ باقی مانده 

را به مادرش داد و پنج CD دارد. تعداد CDهای نسترن چقدر بوده است؟
2 علی و رضا و نیما در مجموع 80 درصد سهام یک شرکت تازه تأسیس را خریده  اند که سهم رضا 

نصف سهم علی و سهم نیما ٣٣ درصد می باشد. سهم علی چقدر از سهم نیما بیشتر است؟
3 مجموع ثلث و سه برابر عددی 170 است آن عدد را بیابید.

4 معادلات زیر را به روش تجزیه حل کنید.
x2  + 7x  -  18    =0 )ث                                     )x  +2(  = -2x )3x +2(2x )الف  

  4x2  -  14 x  +12=0 )ج                                                   x - 4(  = 49   -4x(x )ب 
x )چ                                                                 3x2  =27 )پ x− + =2 2 1

0
3 9

  
       x  + 1(2=  9x2( )ت  
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5 در معادلهٔ درجه دوم ax2  -  2a x  +  a  -1=0 مقدار a چه باشد تا بین معادله )∆( برابر 1٦ باشد؟
− باشد. 1

2
6 معادله درجه دومی تشکیل دهید که ریشه هایش ٢- و ٥ باشد و ضریب x آن 

− باشد و ضریب x2 آن ٥ باشد. 2

5
7 معادله درجه دومی تشکیل دهید که دارای ریشه مضاعف 

8 به کمک )∆( تعداد جواب های معادلات زیر را تعیین کنید.
x )الف x /− + + =21

3 4 5 0
2

x )ب                                      x− + =21
6 3 0

2
     

9 معادله 2x+1(2=2k -1( مفروض است.
الف( به ازای چه مقداری از K این معادله دارای ریشه مضاعف است ؟
ب( به ازای چه مقداری ازK این معادله دارای دو ریشه حقیقی است ؟

پ( به ازای چه تعدادی از K این معادله دارای ریشه حقیقی نیست ؟
10 معادلات زیر را حل کنید.

)روش مربع کامل کردن(  5x -3=0- 2x٢ )الف  
)مربع کامل کردن٢x  +3(  = 6 )(x )ب  
3x2+4x   +2=0 )ت                                 x-1(2  +  )x +1(2  =  3x2( )پ  
xx )ث − =2 6

5 5                                    
5x-3( )x -  5(  =  )2x  +  5(2-  57( )ج           

   ٢x  -1(  =10(x )چ
11 چرا معادلهٔ 4x2- ax   -  9  =0 همواره جواب دارد ؟

12 مقدار m را طوری بیابید که   x  =2 یک جواب معادلهٔ x2+  mx   +  2   =0 باشد، سپس جواب دیگر این 
مسئله را بیابید.

13 مساحت مستطیل و مثلث شکل زیر با هم مساویند. طول اضلاع مثلث قائم الزاویه را به دست آورید.

(x − 2)

x + 4(2x + 2)

2x − 3
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14 در شکل زیر مقدار x را چنان تعیین کنید که مساحت قسمت هاشورخورده 1٦ گردد.

2x + 1

2x + 1

2x − 2
4x − 1

x به دست آورید. x+ − =22 8 15 بدون حل معادله مجموع و حاصل ضرب ریشه ها را در معادله 0

− باشد. 1

2
16 در معادله m( x2  +3x  + 5m = 0 +2( مقدار m را طوری تعیین کنید که مجموع ریشه ها 

17 مقدار m را چنان بیابید که معادلهٔ  x2+  4x   -m -1= 0 دارای یک جواب باشد.
18 مقدار m را چنان بیابید که معادلهٔ x2+  4x   +2m -1=0 دارای ریشهٔ مضاعف باشد سپس آن جواب 

را به دست آورید.
x را حل کنید.  x

x x x x
+

+ =
− − − +2

2 2 1

1 3 4 3
19 معادله 

20 تابلویی از جنس برنز داریم که نسبت برنز خالص به وزن برنج خالص آن ٧ است اگر آن را ذوب کرده 
3 وزن تابلوی جدید برنز است 

4
و  ٢00 گرم برنج به آن اضافه کنیم و تابلوی جدیدی ساخته شود می دانیم 

حال این تابلو قبل از ذوب شدن چه وزنی داشته است؟
21 دو نقاش ساختمان با هم، کار یک ساختمان را در 18 روز تمام می کنند. اگر نقاش اول به تنهایی 
تمام کار را 1٥ روز زودتر از نقاش دوم تمام کند، هرکدام از این دو نقاش به تنهایی تمام کار را در چند روز 

تمام می کنند ؟
3  باشد.

4
22 عدد طبیعی را بیابید که مجموع عکس عدد قبل و بعد از آن برابر 

x است ؟ = −
1

2
x دارای جواب  x

a ( x )
−

+ =
+ − +2

3 2
3

4 2 4 1
23 به ازای چه مقدار a معادله 

24 هزینه تولید x دستگاه کامپیوتر در شرکتی برابر با C)x(  =   -  x2  + 30x    +3500 میلیون ریال می باشد. 
اگر این شرکت هر کامپیوتر را 10 میلیون ریال بفروشد. چند کامپیوتر بفروشد تا نه سود کند و نه زیان؟ )یا 

نقطه سر به سر آن را به دست آورید.(
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معادله مسائل توصیفیدرس اول

                          اهداف درس اول
 در فرایند آموزشی این درس، انتظار می رود که دانش آموزان به اهداف زیر برسند: 

1 مهارت مدل کردن یک معادله به ترازو
2 مهارت تشکیل یک معادله درجه اول و سپس حل آن

3 معرفی معادله درجه دوم
4 با داشتن ریشه های معادله درجه دوم قادر به ساختن معادله درجه دوم باشند.

روش تدریس

در فعالیت اول می خواهد به کمک یک ترازو، معادله را به صورت دو کفه ترازو نشان دهد که در صورتی 
کفه ها در یک راستا قرار می گیرند که مقادیر یکسان داشته باشند. سپس در فعالیت بعدی با طرح یک مسئله 
تبدیل کنند؛ و وقتی دنبال عددی می گردند و نمی دانند  به یک معادله  از دانش آموزان می خواهد که آن  را 
آن عدد را x در نظر بگیرند. و در کار در کلاس با مطرح کردن یک معمای قدیمی ازدانش آموزان خواسته 
از جنگل  مثال  این  کنند. در  آن  به حل  بعد شروع  و  آورند  به دست  ابتدا  آن را  معادله ریاضی  که  می شود 
حرا واقع در جزیره قشم استفاده کرده که دانش آموزان با این منطقه آشنا شوند. فعالیت صفحه ٢9؛ هدف 
برسند  نهایی  جواب  به  معادله  در  جواب ها  گذاشتن  با  می خواهد  فقط  نیست  تجزیه  کمک  به  مسئله  حل 
یعنی دانش آموز بفهمد که جواب هر معادله در خود معادله صدق می کند. نکته ای که دانش آموز باید به آن 
نیم نگاهی داشته باشد؛ سپس در اینجا اشاره ای به گذشته می کند و اشاره ای به این نکته که حاصل ضرب 
دو عبارت وقتی صفرمی شود که حداقل یکی ازآنها صفر شود پس می تواند از این قانون برای حل مسئله 
استفاده کند. در تمرین ٢ فعالیت صفحه ٢9 سؤال به گونه ای مطرح شده که چون برحسب مساحت است 
x2 و چون برحسب محیط است x را داشته باشیم و عدد ثابت نداشته باشد که باز هم بتوان از نکته بالا برای 



٢٥فصل دوم:معادله درجه دوم

حل مسئله استفاده کرد. 
در کار در کلاس صفحه ٣0، هدف این است که صورت مسئله به معادله تبدیل شود و هدف حل مسئله به 
کمک حدس زدن می باشد که با امتحان x = 5 به دست می آید ولی تأکید می کند که این تنها جواب مسئله نیست 
جواب دیگر را نیز به دست آورید که x  =   -  8 می باشد ولی هیچ لزومی ندارد که همهٔ جواب ها قابل قبول باشد.

بستگی به شرایط مسئله، جواب ها را انتخاب می کنیم؛ که در اینجا چون مسئله سن مورد نظر است )-( 
منفی معنا ندارد. 

توصیه های آموزشی
دادن سؤالاتی که دانش آموز قادر باشد عبارت را به صورت یک معادله درجه اول دربیاورد؛ مثلاً می توان 

از این مسائل استفاده کرد:
1 اگر مجموع مساحت مربع و مستطیلی که یک ضلع آن با ضلع مربع برابر باشد و ضلع دیگر ٦ واحد 

باشد، 1٦ شود ضلع مربع را به دست آورید. 
2 اگر در برابر مساحت مربعی از مساحت مستطیلی که یک ضلع آن ٣ و ضلع دیگرش برابر ضلع مربع 
 ،x=2 ،x=1 باشد ٥ واحد بیشتر باشد، ضلع مربع را به دست آورید. که می تواند با حدس زدن اعدادی مانند
x= 2/5 ،x=  1/5 ،x=3 و … جواب هایی را برای این مسئله حدس بزند که چون طول ضلع است اعداد 
منفی در نظر نمی گیریم و برای تشکیل یک معادله سعی کنیم ریشه های گویا نیز به دانش آموزان داده شود مثلاً 

معادله ای تشکیل دهید که ریشه هایش 0/3، 0/2 و ضریب x2، ٥ باشد که فقط معادله منحصر به فرد باشد.

اشتباهات رایج دانش آموزان
دانش آموزان در تشکیل معادله خیلی اشکال دارند. با مفهوم »٢ واحد بیشتر یا کمتر«یا »٥ برابر عددی از 

عددی کمتر است یا بیشتر است« در گذاشتن علامت مثبت یا منفی دچار اشتباه می شوند. 1

3
aλ  رابه دست  = − عدد    ،x=0 جای  به  معمولاً  در   می آید    ax =0 به صورت  که  اول  درجه  معادله  در  ــ 

می گیرد. صورت  زیاد  اشتباه  هندسی،  اشکال  محیط  و  مساحت  در  می آورند. 
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حل معادله درجه 2 و کاربردهادرس دوم

                        اهداف درس دوم

در فرایند آموزشی این درس، انتظار می رود که دانش آموزان به اهداف زیر برسند:
1 آشنایی با مفهوم معادله درجه دوم

2 آشنایی با روش ها و فنون حل معادله درجه دوم
3 ساختن معادله درجه دوم

4 تعداد ریشه های معادله درجه ٢
5 روابط بین ضرایب و ریشه ها

6 طرح و حل مسائل کاربردی از معادله درجه دوم

روش تدریس

ابتدا در این فصل یادآوری از اتحادها و تجزیه انجام شده تا برای دانش آموز حل معادله به روش تجزیه، 
دشوار نباشد و با فعالیت باید جاهای خالی را پر    کند .در فعالیت بعدی کم کم می خواهیم به کمک تشخیص 
عهده  به  بقیه  و  شده  گفته  مؤلف  توسط  آنها  تای  سه  کنیم.  معادله  به حل  شروع  آن،  تجزیهٔ  و  اتحاد  نوع 
دانش آموزان می باشد. و با این وسیله با روش های حل معادله به کمک تجزیه آشنا می شوند که با توجه به 
سؤالات مطرح شده می توان فهمید که کدام روش بهترین روش برای حل معادله به کمک تجزیه می باشد. 
اگر c  =0 باشد روش فاکتورگیری و اگر  b  =0 باشد به شرطی که a , c هم علامت نباشند اتحاد مزدوج و اگر 
a , c هم علامت باشند، نمی توان تجزیه کرد و همین جا می توان گفت که این معادله جواب ندارد.  در روش 
بعدی برای عباراتی که به صورت a2+2ab +b2 نوشته شود از اتحاد مربع دوجمله ای استفاده می شود که 
چون ریشه تکراری دارد به آن ریشهٔ مضاعف می گویند. و سپس سه جمله که قادر به تجزیه باشد اتحاد یک 

جمله مشترک می باشد.
در روش مربع کامل کردن چون باید طرف چپ به صورت مربع کامل باشد حتماً قید می شود که ضریب x را ابتدا 
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در ٢ ضرب و سپس تقسیم می کنیم و سپس مربع آن عددی که به ٢ تقسیم شده است را به طرفین اضافه می کنیم.
در کار در کلاس صفحه ٣٢، هدف مرحله به مرحله حل کردن معادله درجه دوم و همچنین سرعت حل معادله 

می باشد که بین دانش آموزان رقابتی انجام شود که علاوه  بر دقت در حل مسئله، زمان را نیز پیگیری کنند.
در فعالیت بعدی که در صفحه ٤٤ می باشد حل معادله به کمک کلی می باشد که قبل از شروع به حل از 
دانش آموزان خواسته شود a , b , c را ابتدا  بنویسند سپس ∆ را تشکیل دهند، ∆    را به درستی به دست آورند 
و در علامت ها اشتباهی صورت نگیرد و چون 0 <  ∆  دو ریشه دارد، 0 >  ∆ ریشه ندارد. 0 =  ∆ یک ریشه 
bx  می باشد که فقط  x

a
−

+ =1 2 دارد. در کاردر کلاس صفحه 45 با اشاره به  مجموع ریشه ها یعنی رابطه  
همین را می خواهد. 

در طرح مسئله می خواهد دانش آموزان کم کم با مسائل اقتصادی که در آینده با آن برخورد می کنند آشنا شوند 
و هدف از نام بردن تابع هزینه، درآمد و سود، مفهوم آن تابعی که معلمین عزیز در ذهن خود دارند نیست بلکه 
فقط اسامی می باشد تا شروعی برای مفهوم تابع در فصل آینده باشد. با طرح اولین مسئله از دانش آموزان 
خواسته می شود که تابع درآمد و هزینه را خودشان با جاهای خالی به دست آورند که در رابطه درآمد نوشته 
فارسی را به ریاضی و تابع هزینه روابط فارسی را به ریاضی و ریاضی را به فارسی تبدیل کنند و همچنین 
گوشزد شود که در تابع هزینه همیشه یک مقدار ثابت به عنوان هزینه اولیه وجود دارد و سپس رابطه سود را 

به دست آورند.
در مسئله دوم، به نقطهٔ سر به سر که در مسائل اقتصادی زیاد به کار برده می شود، اشاره می کند یعنی نقطه ای 
که سود صفر است یعنی نه سود اتفاق می افتد و نه زیان و بایدx(  =0(P باشد و آنگاه )P)x(  = C)x می شود؛ 
در واقع نقطهٔ سر به سر نقطه ای است که درآمد و هزینه یکسان می باشد که در مثال الف؛ کافی است برای 
برابر  سود  تابع  باید  ب،  قسمت  در  می آید.  به دست   x  =  -100 که  دهیم  قرار   x  =0 نفروشد  چیزی  اینکه 
صفر باشد P)x(  =0 یعنی حل معادله  0/00405x2  +   8/15  x-  100  =  0- که کافی است به دانش آموزان 
بگویید برای حل این مسئله با روش ∆ می توانند از ماشین حساب کمک بگیرند و ∆ عددی مثبت است پس 

x  =  12/35 و x  =  2000 می باشد.
با  بعداً  و  بدهیم  آموز  دانش  به   را  اعدادی  است  کافی  می خواهد،  را  سود  بیشترین  که  پ،  قسمت  در 
 . x  =  1007 و x  =  1006 ،x  =  1005 ،x  =  1000 ًآوریم؛ مثلا به دست  را  بیشترین مقدار   جای گذاری، 
با توجه به اینکه خودمان می دانیم که x  =  1006/17 می باشد چون رأس سهمی است باید اعداد را در نزدیکی 
همان عدد انتخاب کنیم و با قراردادن x  =  1006 به بیشترین مقدار برسیم. اگر دانش آموز گفت این عدد از 
کجا به دست آمده بگویید در فصل آینده شما هم می توانید این عدد را به دست آورید؛ کافی است نقاط قبلی 

. /+2000 12 25

2
را با هم جمع کنیم سپس تقسیم بر ٢ کنیم؛ یعنی 
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توصیه های آموزشی
در روش حل معادله به روش تجزیه سعی کنید از مثال هایی استفاده کنید که به راحتی قابل تجزیه باشند 
تا دانش آموزان دید خوبی نسبت به این  روش پیدا کنند که اگر این روش را یاد بگیرند به سرعت حل معادله 
x2  -  8x  -  33=0  →  )x  -11(  )x  +  3(  =  0                                                                   .درجه دوم کمک می کند
 و در عبارت 4x2  +  10x  +  6   =  0 با اینکه همه عبارت بر ٢ بخش پذیر است بهتر است ساده نکنیم چون 

خود 4x2 به صورت مربع کامل است.2x(2  +  5)2x(  +  6   =  0( که به راحتی تجزیه شود. 
)2x  +2( )2x  +  ٣ (     =  0  

 x2  =  36 قبل از حل معادله درجه دوم به روش مربع کامل کردن از دانش آموزان بخواهیم ابتدا معادله
سپس x+1(2    =  36( را حل کنند چون هدف این است که معادله درجه دوم را به صورت مربع کامل درآوریم.

به دانش آموزان تأکید کنیم که ممکن است برای یک معادله درجه دوم جواب به دست آوریم و جواب 
طول ضلع یا زمان یا سن مورد نظر باشد و اگر اعداد منفی به دست آید  مورد  نظر قابل قبول نباشد؛ مثلاً 
2 به دست آوریم. 

3
1 و 

2
قابل قبول نیست یا هدف مسئله به دست آوردن عدد طبیعی  باشد و ما اعدادی مانند 

اشتباهات رایج دانش آموزان
تجزیه  در  مثلاً  می دهد؛  رخ  زیاد  اشتباه  علامت ها  در  معمولاً  کنند.  دقت  خیلی  علامت ها  به  تجزیه  در 
x2  -  5x  +  6  =  0 دو عدد پیدا کنید که حاصل جمع ٥- و حاصل ضربشان ٦ باشد که بخواهیم تجزیه را انجام 
دهیم. 0  =     ) ٣  -  x  -2( )x( ولی جواب ها x  =2 و x  =3 می باشد و x2  +  5x  +  6  =  0 دو عدد که جمعشان ٥ و 

ضربشان ٦- باشد x+6(  )x-1(  =0( که x   = -6 و x   = 1 می باشد.
 در مربع کامل کردن بعد از اضافه کردن مربع )نصف ضریب x( مجدداً به صورت مربع کامل باید بنویسیم که 

در علامت و جذر آن عددی که مربع کامل شده دچار مشکل می شوند.

bx این 
a
−

=
2

bx است که در فصل بعد که رأس سهمی را می خوانند  x
a
−

+ =1 2  در مجموع ریشه ها 

دو فرمول با هم اشتباه گرفته می شود.
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معادله های شامل عبارت های گویادرس سوم

                        اهداف درس سوم

در فرایند آموزشی این درس، انتظار می رود که دانش آموزان به اهداف زیر برسند:
1 حل معادلات کسری یا گویا 

2 بتوانند مسائل کاربردی را از طریق معادلات گویا حل کنند. 

روش تدریس

یادآوری از کتاب نهم می باشد که هدف ساختن یک معادله گویا یا کسری است و حل آن منجر به یک 
معادله درجه اول می شود، می توان زمان را محاسبه کرد. 

شرط تعریف شدن یک عبارت گویا یا کسری این است که مخرج هیچ گاه صفر نشود و تأکید می کنیم برای 
حل معادله گویا همه عبارت را به یک طرف انتقال دهیم و سپس مخرج مشترک بگیریم تا بعد از ساده شدن 
جواب هایی  می دهیم.  قرار  صفر  مساوی  را  کسر  صورت  سپس  درآید،   P(x)

Q(x)
=0 به صورت   عبارت 

قابل قبول است که مخرج را صفر نکند زیرا کسری که مخرج آن ناصفر باشد فقط و فقط وقتی صفر است که 
صورت آن صفر باشد. 

در مثال آخر صفحه 49، یادآور می شویم که هر معادله جوابش در خود معادله صدق می کند، با قرار دادن 
جواب مسئله در معادله می توان متغیرهای دیگر را به دست آورد. 

سپس با آوردن سه مثال متفاوت از مسائل کاربردی، آنها را به معادله گویا تبدیل می کنیم و سپس شروع 
به حل آنها می کنیم. در مثال گلدان نقره می توان وزن مس را برابر با x و یا وزن نقره را x در نظر بگیریم. 
چنانچه وزن مس را x در نظر بگیریم، راحت تر است. و حواسمان باشد که وزن گلدان قبل از ذوب شدن 

را می خواهد.
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توصیه های آموزشی
معمولاً این گونه مسائل برای دانش آموزان یک مقدار مشکل می باشد که اگر قرارباشد یک معادله را به معادلات 
گویا تبدیل کنند بهتر است در این زمینه مسائل مختلف داده شود تا دانش آموز بتواند با این مسائل ارتباط برقرار 

کند. 
در جواب مسائل گویا یا کسری به ویژه آنهایی که کاربردی هستند امکان دارد جوابی به دست آید که مخرج 

را صفر نکند ولی قابل قبول هم نباشد؛ مثلاً زمان یا تعداد روزها که منفی درآید. 

اشتباهات رایج دانش آموزان
که در مخرج  این است  ثابت است،  آن  اعداد  از  یکی  که  گویا  در عبارت های  رایج  اشتباهات  از  یکی 

مثال: برای  می رود  یادشان  و  نمی کنند  ضرب  مشترک  مخرج  در  را  ثابت  عدد  مشترک گیری 

x x
+ =

+
1 1 1

2 6
 

x)                                                         قرار می دهند ) x
x x (x)(x )

+ − −
+ − =

+ +
1 1 1 6 2 6 1

0
2 6 6 2 در صورتی که باید باشد   -1x )x+2(  

 عدد منفی قبل از عبارت باید در تک تک عبارات ضرب شود که این کار هم کمتر اتفاق می افتد.
 جواب ها را امتحان نمی کنند که بدانند قابل قبول است یا نیست. 

                        تمرین

هرکدام از عبارت های زیر را به یک معادله تبدیل کنید. 
1 الف( عددی را بیابید که پنج برابر آن به علاوه 2، مساوی سه برابر آن عدد 2- باشد. 

5x  +  2  =  3x  -2   در نظر می گیریم x عدد را
ب( مربع عددی برابر با همان عدد به علاوه عدد یک است.

x2  =   x  +  1 عدد را x در نظر می گیریم 
2 مدیر بخش خود است. 

3
2 در یک کارخانه حقوق یک مهندس، دو برابر یک فن ورز )تکنسین( و 

قسمت تولید این کارخانه 3 مدیر بخش، 8 مهندس و 12 فن ورز دارد. مدیر عامل کارخانه برای این قسمت 
ماهیانه 55/5 میلیون تومان حقوق پرداخت می کند. حقوق یک فن ورز در این کارخانه ماهیانه چقدر است؟
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x  = حقوق مهندس    / /
xx x× + + × =

3
3 8 12 55 500 000

2 2  
                  

x  = فن ورز
2

   
/ / / /

x x x+ = ⇒ =
9

14 55 500 000 37 111 000 000
2 x3  = مدیر بخش 

2
 

x=3/000/000 مهندس ← فن ورز 1/500/000
3 با توجه به پیش بینی درخواست بازار آهن، کارخانه ذوب آهن اصفهان از روز شنبه هر روز تولید خود 

را دو برابر کرده است. در پایان روز چهارشنبه تولید فولاد به سقف 64 هزار تن رسیده است. مجموع تولید 
فولاد در این پنج روز چقدر بوده است  ؟ اختلاف تولید در پایان روز شنبه با تولید فولاد در پایان روز چهارشنبه 

چقدر است؟ 
4x = 8x*2 سه شنبه      2x (  = 4x(2 دوشنبه      2x یکشنبه       x شنبه   
16x = 64/000= پایان روز چهارشنبه    8x = 16x *2 چهارشنبه   
 /

/x = =
64 000

4 000
16

تن   
 x   +  2x  +  4x  +  8x  +  16x  =  31x  =  31*  4000  =  124/000  تن  
تن بوده  60/000  =  4/000  - 64/000 چهارشنبه   

4 اگر مجموع مساحت های سه شکل زیر برابر 7 باشد طول ضلع مربع را بیابید.

x x r

   7 = مساحت دایره + مساحت مثلث + مساحت مربع 
 جواب:   7 = مساحت دایره + مساحت مثلث + مساحت مربع

  
 
x2    + x 21

4  
+

 

x x x x+ +
= → =

2 2 2 24 2
7 7

2 4
 

S مثلث →                          y y y= × × → 21 1

2 2
  πr2 = مساحت دایره                                           

                  
S ( x )= 21 1

2 2                  
( x)

n
π

= π× =21

2

x×
π

2

2

x
=

2

2      
 2y2 = x2

r x
n

=
1

2

x x ry

y
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قضیه فیثاغورث  
   y x=2 21

2  7x2 =28  → x2=4→ x=2
5 حروف الفبای فارسی )الف تا ی( را به ترتیب 1 تا 32 شماره گذاری کرده ایم هر حرف بدون نقطه با شماره   
آن از 1 تا 32 مشخص می شود. حروف نقطه  axn که در آن a شماره حرف الفبا و n تعداد نقطه مورد نظر است. 

حال با توجه توضیح فوق 
الف( جدول زیر را کامل کنید. 

کلمه به زبان فارسی الگوی ریاضی معادل آن 

1+2xآب

3x2+1با

11x+12+3x2ذرت

ب( الگوی ریاضی معادل کلمه پیامبر رحمت را مشخص کنید. 
                                                                       ت     م     ح     ر      ر     ب     م       ا       ی        پ

3x3  +  32x2  +  1  +  28  +  2x  +  12  +12  +  8  +28  +  4x2  

6 اگر در یک قالی با ابعاد 2/10 * 2/8 تعداد گره های قالی 5/880/000 عدد باشد.

الف( این قالی چند رج دارد؟
/ / /

/ / /
×

= =
×

2 8 2 1 5 88
1200

0 07 0 07 0 0049
/ /x / / x= → = =       =

5 880 000
1200 5 880 000 4900 4900 70

1200  
رج

ب( اگر برای هر گره 1cm نخ قالی یا همان خامه قالی استفاده شود در این قالی چند متر نخ قالی استفاده 
شده است؟

متر / // =
5 880 000

588 000
100  

5/880/000 سانتی متر که برابر با 
پ( یک قالی باف حرفه ای در یک روز می تواند 6000 گره قالی ببافد اگر این قالی باف 5 روز در هفته 

کار کند برای اتمام این قالی چند هفته باید کار کند؟
 6000* 5 =30000 گره قالی در هفته 
  

/ // / x x= → = =
5 880 000

5 880 000 3000 1960
3000

هفته 
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ت( اگر این قالی باف برای خرید مواد اولیه قالی شامل تار و پود و نخ قالی و... پنج میلیون و ششصد 
این  بفروشد،  تومان  میلیون  قیمت 35  به  را  آن  قالی،  بافت  پایان  بتواند در  و  باشد  تومان هزینه کرده  هزار 

قالی باف برای هر هفته کار خود چه دستمزدی دریافت کرده است؟
35/000/000 - 5/600/000 = 29/400/000

/ /x / / x  = → = =
29 400 000

1960 29 400 000 15000
1960  

تومان

تمرین صفحه 37

1  معادلات زیر را حل کنید.

x2-4(=2)x-2()x+2(=0⇒ x(2x2-8=0 → 2 )الف
x
=

 = −

2

2
                                       

                                                                                                                            
                                                                           ⇒  x+2()x-3(= x-3 → x2-x-6-x+3=0⇒ x2-2x-3=0( )ب

 
)x-3()x+1(=0 x

x
=

 = −

3

1

x+2()x-3(-)x-3(=0( و یا
)x-3([x+2-1]=)x-3()x+1(=0
⇒x2-2(=0(x4-2x2=0 → x2 )پ x (x )(x )− + =2 2 2 0

x2=0⇒x=0
x2=2
x

x

=

= − 

2

2

x )ت x x x x ( x) ( )= − → − + = → − + =2 2 2 21 1 1 1
0 2 0

4 4 2 2
(x ) x x− = → − = → =21 1 1

0 0
2 2 2

x-4=0→x=4 یا x-4(=0 → 2x=0 → x=0(2x2-8x=0 → 2x )ث
  x-2()x-3(=0( → x2-5x+6=0 )ج
 x-2=0یا x-3=0
x=2 یا x=3



٣٤

  )چ

)ح x x x x x x= − → − = → = → = → = ±2 2 2 2 2 5 5
5 2 5 0 2 5

2 2

 

( x )( x ) x x

x x

− + = → − = → =

                                              + = → = − 

5
2 5 2 5 0 2 5 0

2

5
2 5 0

2

ریشهٔ مضاعف 2x(+)2(2=0 →)x+2(2=0→x+2=0⇒ x=-2(x2+4x+4=0 → x2+2 )خ

3x(2+1)3x(-2=0 )3x+2()3x-1(=0(                                   9x2+3x-2=0 )د
3x+2=0→3x=-2→ x = − 

2

3

3x-1=0→3x=1→ x =
1

3

x-3(2=4→ )x-3(2-4=0→[)x-3(-2][)x-3(+2]=0→)x-5()x-1(=0( )ذ
x-5=0→x=5
x-1=0→x=1  یا

2  از مربعی به ضلع 6cm سه شکل زیر بریده شده است، مساحت باقی مانده 24cm2 است. طول ضلع 

کوچک بریده شده چقدر است؟
                                                  36 = 6 * 6 مساحت مربع

2x

2xx

x

x

x

x

x

x2

x2

x2

x2

6

x2 = مساحت مربع

x= 2x2 مساحت مستطیل

مساحت مثلث  = x x x× × = 21
2 2

2

x2+ 2x2+x2= 4x2

2x

2xx

x

x

x

x

x

x2

x2

x2

x2

6 2x

x x x x xx x x( ) x x x−
= → − = → − =     =         − = → = → − = → =

2 2 3
0 1 0 0 1 0 0 3 0 3

3 3 3 3 3
یا



٣٥فصل دوم:معادله درجه دوم

36-4x2=0→)9-2x()9+2x(=0
9-2x=0→ x =

9

2
ق.ق 

9+2x=0→ x = − 
9

2
چون طول ضلع است نمی تواند منفی باشد.→ غ.ق.ق 

3  معادله درجه دومی بنویسید که x=2 و x=3 جواب های آن باشد. آیا این معادله منحصر به فرد است؟ چرا؟

x=2→x-2=0
x=3→x-3=0 )x-2()x-3(=0⇒

 
x2-5x+6=0

2x2-10x+12= 0 *٢← خیر، می توان این معادله را در هر عدد ثابت ضرب کرد مثل:           
-3x2+15x-18= 0 *-٣←  
4 معادله درجه دومی بنویسید که x=1 ریشه مضاعف آن باشد. آیا این معادله منحصر به فرد است؟

x=1→)x-1(=0
x=1→)x-1(=0

⇒)x-1(2=0 

x2-2x+1=0 
5x2-10x + 5 = 0                                             :خیر، می تواند در هر عدد ثابتی ضرب شود مانند

x x− + − =21 1
0

2 2
	 	 	 	 	

)x-1(2=K  5 در معادله

الف( جواب این معادله را در صورت وجود به ازای K=-9 ،K=0 ،K=4 ،K=2 به دست آورید.
x x

(x )
x x

 − = → = +− = ⇒ 
− = − → = − +

2 1 2 2 1
1 2

1 2 2 1

x x
(x )

x x
− = → =

− = ⇒  − = − → = −
2 1 2 3

1 4
1 2 1

)x-1(2=0          x-1=0→x=1
            )x-1(2=-9        .جواب ندارد چون توان دوم یک عدد هیچ وقت یک عدد منفی نمی باشد

ب( به ازای چه مقادیری از K معادله ریشه مضاعف دارد؟ درصورتی که K=0 باشد.
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پ( به ازای چه مقادیری از K معادله ریشه حقیقی دارد؟ درصورتی که K<0 باشد یعنی یک عدد مثبت باشد.
ت( به ازای چه مقادیری از K معادله ریشه حقیقی ندارد؟ درصورتی که K>0 باشد یعنی یک عدد منفی باشد.

و  آبی  برچسب های  از  زیر  شکل  مطابق  پل  یک  روی  »یک طرفه«  راهنمایی  تابلوی  ساخت  برای   6

سفید استفاده می شود. هزینه 1cm2 برچسب سفید 30 تومان و هزینه 1cm2 برچسب آبی 10 تومان است. 
مجموع هزینه برچسب های سفید و آبی 27000 تومان شده است.

2x

= +
x x x3

22

x=5
2

4x

2x

x

x 2x * x =2x2 مساحت مستطیل
2x2 + 3x2 = 5x2 = مساحت مستطیل + مساحت مثلث

الف( اندازهٔ x چقدر است؟
ارتفاع  

= مساحت مثلث 1ـــ
٢ * 2x * 3x= 3x2  
  قاعده مثلث

5x2*30+)2400-5x2()10(=27000
150x2+24000-50x2=27000=100x2=3000
x2= 100ـــــــــ٣000 =30 

x = 30

ب( اگر در این تابلوی راهنمایی مطابق شکل کتاب درسی از خطوط برچسب شبرنگ زرد استفاده کنیم 
 x 1 آن 100 تومان است هزینه رنگ آمیزی تابلو 34800 تومان می شود. در این حالت اندازهcm که هزینه

چقدر است؟
*p=12x  ⇐ )2x+2x+x+x+x+2 می باشد. ٥ـــ

٢ x( .باید محیط فلش نیز اضافه شود

5x2*30+)2400-5x2()10(+12x *100=34800
150x2+24000-50x2+1200x-34800=0
100x2+1200x-10800=0
100)x2+12x-108(=0→x2+12x-108=0

سفید آبی

سفید آبی
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a=1
b=12
c = -108  

Δ = b2 - 4ac = )12(2 - 4 )1( )-108( = 144 + 432 = 576
غ.ق.ق

ق.ق
x

       − = −
− ±

=
=

36
18

12 24 2
122

6
2

تمرین صفحه 43
معادلات درجه دوم زیر را به روش تشکیل مربع کامل حل کنید.

  x2-5x+6=0  )الف
x2-5 x = -6 → را به طرفین اضافه می کنیم x مربع نصف ضریب

x ( x) (x )− + = − + → − =2 25 25 25 5 1
2 6

2 4 4 2 4

x x x− = → = =               = − = =
5 1 6 5 1 4

3 2
2 2 2 2 2 2

9x2+3x-2=0 )ب
9x2+3x=2→ x x+ =2 1 2

3 9

x ( x) (x )+ + = + → + =2 21 1 2 1 1 9
2

6 36 9 36 6 36

x x+ =                               + = −
1 3 1 3

6 6 6 6

x x= − = =                   = − − = − = −
3 1 2 1 3 1 4 2

6 6 6 3 6 6 6 3

x )پ x+ = −2 1

4
x x+ = −2 1

4

x ( x) (x ) x x+ + = − + → + = → + = → = −2 21 1 1 1 1 1 1
2 0 0

2 4 4 4 2 2 2
ریشهٔ مضاعف 

x2+6x+9=0 )ت

x2+6x = -9
x2+2)3x(+9=-9+9→)x+3(2=0→x+3=0→x = -3    ریشهٔ مضاعف  
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تمرین صفحه 47
1 معادلات درجه دوم زیر را حل کنید.

1( x2- x + 5=0          a=1           b = -1           c = 5
Δ=b2-4ac=)-1(2-4)1()5(=1-20= -19>0 .معادله جواب ندارد
2( 2x2+x-1=0       a=2           b=1           c = -1

Δ=b2-4ac=1-4)2()-1(=1+8=9→ 
x

x
x

−
= = −

− ±
=       

= =

4
1

1 3 4
2 14
4 2

3( 4x2-4x+1=0→)2x(2-2)2x(+1=)2x-1(2=0→2x-1=0→ x= 1

2
4( x2+17x-18=0→)x+18()x-1(=0→ x=-18    ,     x=1
5( 3x2-x+4=0 → a=3           b= -1           c=4
Δ=)-1(2-4)3()4(=1-48=-47>0 .معادله ریشه ندارد
6( x2+ 3 x-1=0           a=1           b= 3            c=-1
Δ=b2-4ac→) 3 (2-4)1()-1(=3+4=7

x −  ±
=

3 7

2

2 معادله 2x2-3x-5=0 را به روش Δ حل کنید. با محاسبه ریشه های x1 و x2 حاصل ضرب آنها را 

به دست آورید.
a=2
b=-3 
c=-5
Δ=b2-4ac=)-3(2-4)2()-5(=9+40=49  →  

x x
x

x x

= = =
±

=          
−

= = − =

1

2

10 5
3 7 4 2

44
1

4x x× = ×− = − 1 2
5 5

1
2 2
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3 اگر یکی از جواب های معادله 2x2-ax+28=0 برابر 4- باشد جواب دیگر این معادله چیست؟

x=-4→               .4- قرار می دهیم چون جواب ها در معادله صدق می کند ،x در معادله به جای
2)-4(2-a)-4(+28=0→2*16+4a+28=0
60 = -4a → a = -15
2x2+15x+28=0
a=2 
b=15    
c=28
Δ=)15(2-4)2()28(=1

x

−
= −

− ±
=          

−
= −

16
4

15 1 4
14 74
4 2

4 مساحت مثلث و مستطیل در شکل زیر مساوی اند، طول و عرض این مستطیل چقدر است؟

3x + 2

3x + 6

2xx + 1

عرض

x=2   → x+1→3  طول و عرض مستطیلطول
                                             → 3x+2→83

8

(x )( x )+ + =
2

1 3 2
x( x )+3 6

2

3x2+5x+2=3x2+6x →2=6x-5x→x=2
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5 کدام یک از معادلات زیر به ازای هر مقدار a همواره دارای جواب های حقیقی است؟

x2+ax-1=0 )الف
a=1
b=a
c=-1
Δ=b2-4ac=)a(2-4)1()-1(=a2+4<0    .همواره مثبت است پس جواب دارد

x2-x+a=0 )ب
a=1
b=-1
c=a
Δ=b2-4ac=)-1(2-4)1()a(=1-4a    .دارد a بستگی به

و  برابر 1-  ریشه ها  از  یکی  باشد   a+c=b اگر  ax2+bx+c=0 دوم درجه  معادله  در  دهید  نشان   6 *
cx است.

a
= − دیگری 

-b=-)a+c(
(a c) (a c) acb b acx

a a
− + ± + + −− ± −

= →
22 44

2 2

a c (a c)a c a c ac acx
a a

− − ± −− − ± + + −
= →

22 2 2 4

2 2

               دو حالت دارد
ax −

=
c a− + c c c

a a a
− −

= = −
2

2 2

   

a cx − −
=

a c− + a
a a

−
= = −

2
1

2 2

 ax2+bx+c=0 دوم درجه  معادله  ریشه های  دهید حاصل ضرب  نشان  معادله  ریشه های  تعیین  با   7 *
c است.

a
برابر 

b b acx
a

− + −
=

2

1
4

2

b b acx
a

− − −
=

2

2
4

2

( b b ac)( b b ac)x x
a a

− + − − − −
× = =

×

2 2

1 2
4 4

2 2
  اتحاد مزدوج 
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( b) (b ac) bx x
a

− − −
× = =

2 2 2 2

1 2 2

4

4

b− 2 a+ 4 c
4a 2

c
a

=

: نشان دهید در هر معادله درجه دوم ax2+bx+c=0 اگر مجموع ضرایب معادله برابر صفر باشد  8 *
a+c=-b cx است. 

a
= )a+b+c=0( یکی از ریشه های معادله x=1 و دیگری 

a c (a c) ac (a c) (a c)b b acx
a a a

+ ± + − + ± −− ± −
= = =

2 22 44

2 2 2

a cx +
=1

a c+ − a
a a

= =
2

1
2 2

ax =2
c a+ − c c c

a a a
+

= =
2

2 2

تمرین صفحه 52
معادله های زیر را حل کنید.

1  
x

x
−

=
+

3 5
1

3

x ( x ) (x ) x x x
x x x x
− − − + − − − −

− = → = = =
+ + + +

3 5 3 5 1 3 3 5 3 2 8
1 0 0

3 3 3 3

2x-8=0→ x=4     ق.ق

2   x x
x x
− +

+ =
+

3 2 2 5
5

3

x x ( x )(x ) ( x )x x(x )
x x x(x )
− + − + + + − +

+ − =   ⇒ 
+ +

3 2 2 5 3 2 3 2 5 5 3
5 0

3 3
=

x23 x+ 7 x− + 26 2 x+ 5 x− 25 x− 15 x x x x
x(x ) x(x )

− −
= = → − − = → − = → = −

+ +
3 6

0 3 6 0 3 6 2
3 3

3  x x
x x

+ = +
+ +
2

3
2 2
x (x ) (x )(x ) x x xx

x x x
+ + − + + + − − −

− − = = =
+ + +

22 2 3 2 2 5 6
3 0

2 2 2
-x2-4x-4=0→ x2+4x+4=0 →)x+2(2=0→x=-2                  غ.ق.ق 

چون ریشه مخرج است پس این معادله جواب ندارد.
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4  x x x x
x xx x

− + + −
− =

−−

2

2

2 2 1 1

22

 x x x (x )
x xx x

− + + −
− − =

−−

2

2

2 2 1 1
0

22

x x

x x ( x)(x ) x(x )
x(x )

− −

− + − + − − −
=

−

2 2
2 2 2 1 2 1

0
2



)٢-٢x=x)x-x٢ : م.خ.م

x
⇒

2 x− 2 x+ − 22 x+ x x+ − +22 x x
x(x ) x(x )

− +
= = → − + =

− −

2
24

0 4 0
2 2

x =2 4⇒ x = ±2
      x=2  غ.ق.ق
      x=-2  ق.ق

5  
x x x

− =
− + −
3 2 4

1 3 2
x x x x x x

(x )(x ) (x )(x ) (x )(x )
x x x (x )(x )(x )

+ − − + + −

+ − − − − − − +
− − = ⇒ =

− + − − + −

2 2 26 3 2 2 3

3 2 4 3 3 2 2 1 2 4 1 3
0 0

1 3 2 1 3 2

  

x x x x x x x x
(x )(x )(x ) (x )(x )(x )

+ − − + − − − + − + −
= =

− + − − + −

2 2 2 23 3 18 2 6 4 4 8 12 3 10
0

1 3 2 1 3 2

⇒ -3x2+x-10=0

Δ=b2-4ac=12-4)-3()-10( = 1-120= -119>0    .ریشه ندارد
a
b
c

= −
 =
 = −

3

1

10

6  
(x )

x x
x xx

− −

+ −
+ =

− +−2

2

11 3 2 3

2 24


x x
x xx
+ −

− − =
− +−2

11 3 2 3
0

2 24
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x x x x

(x )(x ) ( x )(x )
(x )(x )

+ + − +

− + + − − − =
− +

2 25 6 2 7 6

11 3 2 2 3 2
0

2 2

 

x2-4=(x-2)(x+2)	:	م.خ.م
x x x x x x

(x )(x ) (x )(x )
− − − − + − − + −= =

− + − +

2 2 211 5 6 2 7 6 3 2 1
0

2 2 2 2

-	3x2+2x-1=0

Δ=b2-4ac=(2)2-4(-3)(-1)=4-12=	-8<0				.ندارد	ریشه	معادله
a
b
c

= −
 =
 = −

3

2

1

	است	آن	دو	عدد	را	بیابید. 5

12
	مجموع	معکوس	دو	عدد	زوج	طبیعی	متوالی	برابر	 7

2k→2k+2			عدد	زوج	باید	مضربی	از	2	باشد.

k k
+ =

+
1 1 5

2 2 2 12

k k
+ − =

+
1 1 5

0
2 2 2 12

(k ) k k(k ) k k k k
k(k ) k(k )

+ + − + + + − −= =
+ +

26 1 6 5 1 6 6 6 5 5
0

12 1 12 1

	12k(k+1):	م.خ.م
-5k2+7k+6=0

	 a=-5	 	
																																																																											b=7
																																																																											c=6
Δ=49+120=169

ق.ق
غ.ق.ق

k
k

k

=
− ±=      −− =

2
7 13

2
10

5

	می	باشد. 1
6
	و	 1

4
اگر	k=2	باشد	اعداد	زوج	متوالی	4	و	6	که	معکوس	آنها	

	هنگامی	که	دو	چاپگر	با	هم	کار	می	کنند	فیش	حقوقی	کارگران	یک	کارخانه	در	4	ساعت	چاپ	می	شود	.اگر	 8
چاپگر	قدیمی	تر	به	تنهایی	برای	این	کار،	3	ساعت	زمان	بیشتری	نسبت	به	چاپگر	جدیدتر	نیاز	داشته	باشد	در	این	صورت	

پس	آن	دو	عدد	2	و	4	هستند.
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هرکدام از چاپگرها به تنهایی در چند ساعت این کار را تکمیل می کنند؟

x :زمان انجام کار توسط چاپگر جدید برحسب ساعت

x+3 :زمان انجام کار، توسط چاپگر قدیمی برحسب ساعت

 → x چاپگر جدید 
x
1

 → x+3 قدیمی
x +

1

3

x x x x
+ = ⇒ + − =

+ +
1 1 1 1 1 1

0
3 4 3 4

(x ) x x(x )
x(x )

+ + − +
=

+
4 3 4 3

0
4 3

4x+12+4x-x2-3x=0→-x2+5x+12=0
a
b
c

= −
 =
 =

1

5

12

⇒ Δ=25-4)-1()12(=25+48=73

غیر قابل قبول

قابل قبول

x

x

x

− +
=

−
− ±

=      
−

− − +
              = =

−

1

2

5 73
0

2
5 73

2
5 73 5 73

2 2

<

5+ ساعت و  73

2
در نتیجه اگر  چاپگر به تنهایی کار کند، فیش حقوقی کارگران را در مدت زمان 

+ ساعت این کار را انجام می دهد.
+

5 73
3

2
چاپگر قدیمی تر در مدت زمان 

t دارای جواب t = -3 است؟ t k
t (t )

− +
=

− + −

2

2 2

4 3

2 2 1 68
9  ــ به ازای چه مقدار k، معادله 

به جای t = -3 قرار می دهیم.
( ) ( ) k
( ) (( ) )

− − − +
=

− − − + −

2

2 2

4 3 3 3

2 2 3 3 1 68

k k+ + +
= ⇒ − =

+ −
4 3 27 7 27

0
2 6 100 68 8 32

k k k k k× − − − − −
= → = = → − = → =

4 7 27 28 27 1
0 0 1 0 1

32 32 32
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                        نگاه کلی به فصل

این فصل شامل 4 درس است. دانش آموزان در این کتاب برای اولین بار با مفهوم تابع، ضابطه جبری 
تابع و توابع درجه دوم و رسم آنها آشنا می شوند.

درس اول از این فصل در ابتدا به معرفی رابطه بین پدیده های مختلف در دنیای واقعی می پردازد و رابطه 
بین پدیده ها در جهان طبیعت را به عنوان ارتباط بین دو متغیر مختلف معرفی می کند. سپس به رابطه خطی از 

کتاب نهم اشاره کرده و به مفهوم تابع می پردازد.
درس دوم رابطهٔ بین x به عنوان متغیر مستقل و y به  عنوان متغیر وابسته را با یک قانون یا ضابطه معرفی 

می کند و در ادامه دامنه و برد معرفی شده و مورد بررسی قرار می گیرد.
درس سوم ضمن یادآوری رابطه خطی کتاب نهم با مشخص کردن نقاط در صفحه محورهای مختصات 

و قرار گرفتن نقاط در یک راستا در کنار هم به معرفی تابع خطی و رسم نمودار آن می پردازد.
درس چهارم با معرفی تابع درجه دوم و رسم آن به کمک جدول و نقطه یابی و پیدا کردن مختصات رأس 

سهمی، به معادله محور تقارن و مسائل کاربردی این نوع تابع اشاره دارد.

نقشۀ مفهومی

رابطۀبین پدیده ها

مفهوم تابع
ضابطۀجبری 

تابع

دامنه و برد 

انواع تابع تابع خطی رسم نمودار تابع خطی

تابع درجه دومرسم نمودار تابع درجه دوم

تی
صا

خت
ش م

مای
ن

فی
صی

 تو
ش
مای
ن

نی
کا
 پی
ش
مای
ن

بی
مرت

وج 
ش ز

مای
ن

ولی
جد
ش 

مای
ن
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                        دانستنی هایی برای معلم

تابع یکی از مهم ترین مفاهیم ریاضی است که در علوم دیگر نیز نقش بسزایی ایفا می کند. در کتاب های 
مختلف برای معرفی تابع روش های گوناگونی به کار گرفته می شود که البته همه آنها اهداف خود را دنبال 
می کنند. در هر حال مفهوم تابع منحصربه فرد است اما ابزار معرفی آن متفاوت است. در این کتاب مفهوم 

تابع با ارتباط بین پدیده های مختلف بررسی گردیده است.
به  اشاره  اولین  )1642ــ1564(  سال  در  کلاین  است.  کوتاه  نسبتاً  تابع  تاریخچه  تابع:  تاریخچه 
وابستگی بین دو کمیت را به گالیله نسبت داد. در سال 1673 در نسخه خطی لایپ نیتز لغت تابع استفاده 
شد. او در سال 1714 این لغت را برای کمیت های وابسته به یک متغیر استفاده کرد. نماد )f)x توسط اویلر 

)Euler( در سال 1734 معرفی شد.
در سال N.Luzin ،1930 ریاضی دان مشهور روسی دربارهٔ تابع نوشت:

مفهوم تابع یکی از اساسی ترین مفاهیم ریاضیات مدرن است. این مفهوم به یکباره به وجود نیامده است 
بلکه از دو قرن پیش ابتدا از دل یک مباحثه روی یک سری پیام ارتعاشی به وجود آمده و به مرور دستخوش 

تغییرات عمیقی شده است. از آن زمان تاکنون این مفهوم عمیق تر شده و به طور پیوسته رشد کرده است.
تابع و مفهوم آن زیربنای شکل گیری بسیاری از مفاهیم و موضوعات  نیز  امروزه در خود علم ریاضی 

اساسی ریاضی همچون حد، پیوستگی، مشتق، انتگرال و غیره است.

                        منابع دانستنی هایی برای معلم

منابع  و  پژوهشی  علمی،  مقالات  بخش  تألیف  دفتر  ریاضی  آموزش  و  توسعه  تحقیق،  واحد  سایت   1
پشتیبان کتاب های جدیدالتألیف

2  M.Kline, Mathematical thought from ancient to modern times, Oxford 
university press, 1972

3  N.Luzin, function, Mathematical Evoloutions, 2002
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نمونه سؤال های ارزشیابی

1 برای هریک از روابط زیر نموداری رسم کنید. کدام یک تابع است؟
 {x,y(| 5y-3=0(}=h )پ                 {)1,0()0,1()2,0(} =f )الف  

     {x,y(| |y|=2(}=k )ت   {x,y(| 3x-1=0(}=g )ب
2 مقادیر x و y را چنان بیابید که دو زوج مرتب )x()x-y , 3    ,1( با هم مساوی باشند.

3 تابع f به صورت نمودار پیکانی رسم شده است.
الف( تابع را به صورت مجموعه زوج مرتب نمایش دهید.

ب( دامنه و برد تابع را مشخص کنید.
پ( نمودار مختصاتی تابع را رسم کنید.

4 تابع f={)x,y( | y=2x-1, x∈N , x<4} مفروض است.
الف( دامنه و برد تابع را مشخص کنید.

ب( نمودار تابع را رسم کنید.
5 تابعf={)x,y( | x2+)y-1(2=0} را به صورت زوج مرتب نمایش داده و نمودار مختصاتی آن را رسم کنید.

6 کدام یک از نمودارهای زیر، تابع است؟

0

1

2

3

4

1

−2

−3

−4

f

1

7 تابع f={)x,y( | y=2x-1 , 0≤ x ≤ 5}مفروض است.
الف( قانون تابع را به صورت توصیفی بنویسید.

ب( نمودار تابع را رسم کنید و به کمک نمودار، دامنه و برد تابع را مشخص کنید.
8 اگر داشته باشیم: f )3(=6 ، f )2(=4 ، f )1(=2 ، ... قانون تابع f را به صورت توصیفی بیان کنید.

9 مختصات چند نقطه از تابع f={)x,y( | y=3} را به صورت زوج مرتب بنویسید.
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10 کدام یک از روابط زیر تابع است؟
الف( رابطه بین هر انسان با اثر انگشت او

ب( رابطه بین هر شخص با شماره تلفن همراه او
پ( رابطه بین درجه حرارت ها در فصول مختلف و نوع پوشش افراد

ت( رابطه ساختمان مولکولی DNA با انسان ها
11 نمودار توابع درجه دوم زیر را رسم کنید. در هر یک مختصات رأس، معادله محور تقارن و مقادیر 

ماکزیمم و مینیمم سهمی را مشخص کنید.
x+1(2+3(=y )الف
   y=-3x2+4x-1 )ب
y=x2+2x+1 )پ
y= -x2+2x-1 )ت

12 جدول زیر نرخ سود سپرده یک ساله بانک ها در ده سال کشورمان را نشان می دهد.

t برحسب سال1393   1392   1391   1390   1389   1388    1387    1386    1385    1384

نرخ سود برحسب درصد22        23/5       17        17        14      12          16        17        14           13

الف( متغیر مستقل و وابسته را مشخص کنید.
ب( آیا داده های جدول یک تابع را مشخص می کند؟ چرا؟

13 شمعی به طول 10 سانتی متر را روشن کرده ایم. اگر این شمع در هر دقیقه 0/5 سانتی متر کوتاه تر 
شود، الف( رابطه بین زمان )برحسب دقیقه( و طول شمع )برحسب سانتی متر( را به صورت ریاضی بنویسید.       

ب( متغیر مستقل و وابسته را مشخص کنید. ج( چه زمانی طول شمع به صفر می رسد؟
14 زمینی به شکل مستطیل داریم که مطابق شکل سه طرف آن را با نرده ای به طول 120 متر محصور 

کرده ایم.
الف( مساحت زمین را برحسب طول زمین )x( بنویسید.

ب( مختصات نقطه ماکزیمم تابع مساحت را به دست آورید.

y

x



50

15 تابع سود یک کارخانه ساخت ماشین آلات کشاورزی به صورت زیر است: 
p)x(=-1000+500x-2x2 که در آن a تعداد کالای روزانه است.

ماکزیمم سود روزانه این کارخانه را تعیین کنید.
16 فرض کنید تابع هزینه تولید x کالا C)x(=20x-1000 و قیمت فروش یک کالا x-10 باشد،

الف( تابع سود را بیابید.
ب( ماکزیمم سود را ترسیم کنید.

) است. )b ac bs ,a a
− − 24
2 4

٭ 17 ثابت کنید مختصات رأس سهمی y=ax2+bx+c به صورت

ابزار فناورانه
معلمین عزیز می توانند از نرم افزار Cacogebra برای آموزش رسم نمودارهای تابع خطی و تابع درجه 

دوم بهره گیرند.

                        معرفی منابع

1  www.study.com/academy/Lesson
2  www.shsu.edu/kwsoo6/precalculus
3  www.wmueller.com/precalculus/function
4  www.cut-the-knot.org/Do-you-know/function ex.

5 تابع، احمد قندهاری، حمیدرضا امیری/ انتشارات مدرسه
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مفهوم تابعدرس اول

         اهداف درس اول
در فرایند آموزشی این درس، انتظار می رود که دانش آموزان به اهداف زیر برسند:

1 درک مفهوم رابطه بین دو کمیت
2 آشنایی با متغیرهای مستقل و وابسته و درک رابطه بین آنها 

3 آشنایی با تعریف زوج مرتب
4 درک مفهوم تابع

5 آشنایی با نمایش های مختلف تابع )توصیفی، جدولی ....(

ابزار مورد نیاز
1  صفحه شطرنجی

2  خط کش

روش تدریس درس اول

درس اول با یادآوری رابطهٔ خطی شروع شده و ضمن آن با آوردن چند مثال به متغیر مستقل و وابسته 
می گردد. اشاره 

و  کمیت  دو  بین  ارتباط  مفهوم  با  دانش آموزان  کردن  آشنا  این درس صفحه 56 جهت  فعالیت  اولین 
همچنین مفهوم متغیر مستقل و وابسته آورده شده است. هدف دیگر آشنایی دانش آموزان با رابطهٔ غیرخطی 
است که به شکل جدولی این رابطه نیز توجه شده است. در این فعالیت رابطهٔ بین متغیرهای مساحت و شعاع 

و نیز محیط و شعاع که برای دانش آموزان رابطه های آشنا و ملموس هستند، بررسی شده است.
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در ادامه با معرفی زوج مرتب به فعالیت دوم می پردازد که هدف آن آشنایی دانش آموزان با شکل زوج 
مرتبی متغیرهای y, x و درک ارتباط بین آنها است. 

 x در این فعالیت دانش آموزان به صورتی غیرمستقیم و بدون اشاره به مفهوم و تعریف تابع با قرار دادن
در معادلهٔ داده شده مقدار تابع را که همان y باشد به دست می آورند.

اولین کار در کلاس در صفحهٔ 57 کتاب با تمرین جای گذاری مقادیر x در رابطهٔ خطی و تکمیل جدول، 
نمودار پیکانی مطرح شده و در ادامه، نمایش مختصاتی این رابطه ها مورد توجه قرار می گیرد.

فعالیت صفحه 59 با توجه به مفهوم تابع هدف گذاری شده است. هدف این فعالیت تشخیص توابع از بین 
رابطه های داده شده با نمایش های مختلف است.

دانش آموز در نمایش پیکانی باید توجه داشته باشد که اگر از عضوی در مجموعهٔ اول بیش از یک پیکان 
خارج شود با تعریف تابع در تناقض است و همچنین اگر در نمایش زوج مرتبی در یک مجموعه دو زوج 
مرتب پیدا کند که مؤلفه های اول آنها برابر و مؤلفه های دوم نابرابر باشند باز هم با تعریف تابع تناقض ایجاد 
شده است و در نهایت در نمودار مختصاتیِ یک رابطه اگر دو نقطه با طول های مساوی و عرض های نابرابر 

پیدا کند همین تناقض ایجاد شده و آن نمودار مربوط به یک تابع نمی باشد.
در قسمت 4 این فعالیت، دانش آموز باید با توصیف داده شده و به کمک تعریف تابع، تابع بودن یا نبودنِ 
هر رابطه را تشخیص دهد. در این قسمت می تواند در مواردی با رسم نمودار پیکانی این موضوع را به 

درستی تشخیص دهد:

خشکبار

...اصفهان
صنایع دستی

گز

تبریز

ب( واضح است که هر نفر دقیقاً یک تاریخ تولد دارد.
پ( شهرهایی مانند تهران یا اصفهان بیش از یک نماینده در مجلس شورای اسلامی دارند.

ت( در این توصیف مشخص است که قبلهٔ همهٔ مسلمانان، کعبه است و از هر مسلمان فقط یک پیکان 
خارج شده که البته می دانیم این تابع نوعی تابع ثابت است.

و برای تثبیت مطلب بلافاصله کار در کلاس صفحه 61 با همان هدف فعالیت قبلی مطرح گردیده است. 
همچنین نمایش های مختلف یک تابع کنار هم و مقایسه آنها و تبدیل نمایش ها به یکدیگر از اهداف دیگر این 

کار در کلاس بوده و به درک بیشتر دانش آموزان کمک شایانی می کند.

الف(

A B
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توصیه های آموزشی

1 در ورود به مطلب باید به روابط بین پدیده های مختلف اشاره کرد و مفهوم تابع به کمک آن بیان شود 
و به هیچ عنوان تعریف تابع با استفاده از مفهوم حاصل ضرب دکارتی مطرح نگردد.

2 تعریف زوج مرتب به صورت دوتایی )x,y( که رابطه ترتیب روی آنها تعریف شده باشد، بیان شود.
3 با توجه به مفهوم تابع در نمودار پیکانی توجه داشته باشید که از مجموعه اول حتماً باید پیکان خارج 

شود و تنها یک پیکان خارج شود.

اشتباهات رایج دانش آموزان

1 معمولاًً دانش آموزان زوج مرتب )a,b( و )b,a( را مساوی فرض می کنند بهتر است با رسم نمودار 
چند نقطه در صفحه مختصات این کج فهمی مورد توجه قرار گیرد و یادآوری شود که تنها وقتی a=b باشد 

این دو با هم مساوی اند.
2 به مرتب بودن )x,y( توجه نمی کنند و اکثراً مؤلفه اول از راست را x فرض می کنند.

                   حل تمرین های درس اول

1 نمودار پیکانی یک رابطه رسم شده است. با حذف کدام عضو این رابطه تابع خواهد شد؟

a

b

c

d

e

a′

b′

c′

d′

حل: حذف d از مجموعه سمت چپ یا حذف 'd از مجموعه سمت راست
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2 اگر A مجموعه ای سه عضوی و B مجموعه ای 2 عضوی فرض شود، سه تابع از مجموعهٔ A به 
مجموعهٔ B را تعریف کنید.

1

−1

2

−2

1

4

2

1

A B A B

2

− 2

1

  A={a,b,c}    B={1,2} :حل
f={)a,b()b,1()c,1(}     h={)a,2()b,1()c,2(}     g={)a,1()b,2()c,1(}

3 در رابطهٔ زیر،جاهای خالی را اعدادی قرار دهید که این رابطه تابع نباشد.
f={)2,3(,)...,5(,)3,...(,)... , ...(}     ⇒       f={)2,3()2,5()3,1()4,2(}

توجه دارید که تمرین های 2 و3 باز پاسخ بوده و دانش آموزان جواب های درست و مختلفی می توانند 
برای این تمرین ها بیابند.

4 کدام رابطه تابع است و کدام رابطه تابع نیست؟چرا؟

الف( تابع هست
ب( تابع نیست زیرا از 2، دو پیکان خارج شده است.

f ={)2,1(,)3,2(,)2,2(,)3,4(,)5,1(}  .پ( تابع نیست زیرا مؤلفهٔ اول 2 برابر تکرار شده است
ت( رابطه ای که به هر شخص، شماره ملی او را نسبت می دهد.

ث( تابع هست زیرا هر شخصی دقیقاً یک کد ملی دارد.
5 اگر رابطهٔ f تابع باشد، در این صورت حاصل x2+y2 را به دست آورید. )مجموعهٔ f را پس از محاسبهٔ 

x و y بنویسید.(
حل:

x y
x , y

x y
+ =

⇒ = = − =

4
3 1

2

f ={)2, x+y(,)2,4(,)5,2(,)3,4(,)5, x-y(}
f = {)2,4()5,2()3,4(}

الف(   ب(
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6 نمودار کدام رابطه یک تابع را مشخص می کند؟

−4  −3  −2  −1          1    2   3    4

4

3

2

1

−1

−2

−3

−4

y

x
−4  −3  −2  −1          1    2   3    4

4

3

2

1

−1

−2

−3

−4

y

x

حل: نمودار ب تابع نیست،                                     نمودار الف تابع هست.

خواندنی
تابع سود،  از  اقتصاد  علم  در  مثال  برای  دارند.  فراوان  کاربرد  مختلف  علوم  در شاخه های  توابع 
تابع هزینه و تابع درآمد در محاسبات و تصمیم گیری های اقتصادی استفاده می شود و یا در فیزیک، 
هنگامی که می خواهیم رابطهٔ بین چند متغیر را بیان کنیم، مخصوصاً هنگامی که مقدار یک متغیر کاملاً 

وابسته به متغیرهای دیگر است، از توابع استفاده می شود.
توابع در علوم مختلف بیشتر به عنوان عملکرد در نظر گرفته می شوند و کاری را بر روی ورودی های 
خود انجام می دهند. توابع را همچنین مورد استفاده در علم رایانه برای مدل سازی ساختمان داده ها و 

تأثیرات الگوریتم می بینیم.

الف(  ب( 
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ضابطۀ جبری تابعدرس دوم

                      اهداف درس دوم

 در فرایند آموزشی این درس انتظار می رود که دانش آموزان به اهداف زیر برسند:
y و x 1 تشخیص قانون بین متغیرهای

2 تعیین دامنه و تعیین برد توابع با معلوم بودن ضابطه و دامنه

 ابزار مورد نیاز 
1  صفحه شطرنجی

2  خط کش

روش تدریس درس دوم

درس دوم این فصل با معرفی تابع به عنوان یک ماشین آغاز می شود و طی آن قانون یا ضابطه تابع معرفی 
می گردد. سپس با نمایش تابع به صورت زوج مرتب، دامنه و برد معرفی و پس از آن در فعالیت صفحه 65 با 
مشخص کردن ضابطه و دامنه توابع، تعیین برد توابع را هدف گیری می کند و در همین حین به توابع مختلف 
چند جمله ای، کسری، رادیکالی اشاره می گردد )انواع توابع سال بعد در کتاب آمار و ریاضی )2( معرفی 

خواهند شد(.
اهداف کار در کلاس صفحه 66 یکی تعیین دامنه و برد توابع با کمک نمودار است و دیگری با کسب 

اطلاعات از روی نمودار، تعیین ضابطه تابع است.



57فصل سوم:تابع

 توصیه های آموزشی 

دانش آموزان  بهتر  به درک  زندگی روزمره  در  ریاضی  کاربرد  و  عینی  مثال های  با  ریاضی  آموزش   1
کمک می کند. در این درس معرفی تابع به منزله یک ماشین به درک و فهم آنها از ضابطه تابع و دامنه و برد 

آن کمک قابل توجهی می کند.
2 در معرفی تابع f:A →B قرار داده شده است که A دامنه تابع f است.

3 اگر دامنه تابعی داده نشده باشد به طور پیش فرض، بزرگ ترین مجموعه نقاطی از اعداد حقیقی که 
برای ضابطه تابع تعریف شده باشد را، دامنه در نظر می گیریم.

 اشتباهات رایج دانش آموزان 

1 معمولاً دانش آموزان در تعیین دامنه توابع کسری، مخرج کسر را بزرگ تر از صفر فرض کرده و دامنه 
را تعیین می کنند.

2 در تعیین دامنه توابعی که نمودار آنها داده شده است، غالباً حتی اگر دامنه نامحدود باشد، تا جایی که 
نمودار رسم شده است و مشاهده می کنند به عنوان دامنه در نظر می گیرند. بهتر است با رسم پیکان در انتها، 

توجه دانش آموزان را به نامحدود بودن دامنه معطوف کنیم.

                   
                   حل تمرین های درس دوم

1 کدام یک از رابطه های زیر تابع است؟ چرا؟ برای هر رابطه نمودار مختصاتی را رسم کنید.

a′

b′

c′

B

A
a     b     c     d

A B
a

b

c

d

a′

b′

c′

الف( تابع هست.

حل:
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a′

b′

c′

a     b     c     d
A

B
A B

a

b

c

a′

b′

c′

ب( تابع نیست زیرا از a، دو پیکان خارج شده است.

−2  −1          1    2   3    4

4

3

2

1

−1

−2

y

x

 −3  −2  −1          1    2    3    

3

2

1

−1

−2

−3

y

x

پ( f = {)2,-1(,)3,-1(,)1,-1(,)4,1(,)2,4(} تابع نیست زیرا مؤلفه اول دو زوج مرتب مساوی هستند.

ت( g ={)1,1(} تابع هست.
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 −3  −2  −1          1    2    3    

3

2

1

−1

−2

−3

y

x
−1
2

 0   1 

 1 

y

x

y

x

f :
  →  ث( 

f )x( =2x+1
تابع هست.

f :
  →  ج( 

f )x( =x
تابع هست.

f :
  →  چ ( 

f )x( =2
تابع ثابت است.

2 برُد هر یک از توابع زیر را با توجه به ضابطه و دامنهٔ داده شده، به دست آورید.
    

حل:                                                                                                                  f:A → B )الف
f )x( = x2+x+1       , A = {0, -1,1,2,-2}     Rf={1,3,7}       f )0(=1                     f )2(=7
                                                                                                   f )-1(=1-1+1=1    f )-2(=3

                                                                  f )1(=1+1+1=3      

نیمساز ناحیه اول و سوم
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                                                                                                                      f:A → B )ب
حل:

xf (x) x
+= 1     , { }A , , , ,= − −1 1 12 2

2
    { }fR , , , ,= 1 30 2 3

2 2
   ( )f =1 3

2
    ( )f = 32

2
              
   

                                                                                                    f )1(=2    f )-1(=0   ( )f − = 12
2                                                          

حل:                                                                                                                      f:A → B )پ
f (x) x= +1    , A = {0,1,2,3,4, 8}   { }fR , , , , ,= 12 3 2 3 5      f )0(=1     f )3(=2
                                                                                                         ( )f =1 2      ( )f =4 5

                                                                                                             ( )f =2 3    f )8(=3 
حل:                                                                                                                     f:A → B )ت
f )x( = x       , A =W={0,1,2,3,...}     Rf=W       f )0(=0              f )1(=1          f )2(=2 و...

حل:                                                                                                                    f:A → B )ث
f )x( = 0              , A =              Rf={0}                                 .برد تابع ثابت تنها یک عضو دارد 

3 تابع f به هر عدد حقیقی، دو برابر مکعب همان عدد، منهای 4 را نسبت می دهد. f کدام تابع است؟

حاصل )f )3 را بیابید.
f:  )الف  →  f: )ب                              →                                   
f )x( = 2)x-4(3                                   ( )f x x= −32 4

f: )پ   →  f:  )ت                                →   
f )x( = 2x3-4                                       ( )f x x= −32 4

f )x( = 2x3-4 حل: قسمت پ
صحیح است.

f )3( = 2 )27( -4 = 50
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الف( تابع هست زیرا هر خطی موازی محور yها نمودار را حداکثر در یک نقطه قطع می کند.

4 کدام نمودار، نمایش یک تابع می باشد؟ چرا؟
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ب( تابع هست.

پ( تابع نیست، زیرا خطی وجود دارد که موازی محور yها رسم شود و نمودار را در بیش از یک نقطه قطع 
کند.
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ت( تابع هست.

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

y

x

ث( تابع هست.

ج( تابع نیست.
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چ( تابع هست.
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                  اهداف درس سوم

 در فرایند آموزشی این درس انتظار می رود که دانش آموزان به اهداف زیر برسند:
1 تابع خطی را تشخیص دهند.

2 نمودار تابع خطی را به کمک ضابطه آن رسم کنند.

3 پدیده های خطی در زندگی روزمره را تشخیص دهند.

 ابزار مورد نیاز 
1 کاغذ شطرنجی

2  خط کش

3  کامپیوتر

روش تدریس درس سوم
این درس نیز با رابطهٔ خطی بین دو متغیر شروع شده است. در ورود به مطلب هدف از پرسیدن سؤال 
تخمین تعداد صندلی ها در پایان ساعات کاری مشخص است که نقاطی در یک راستا را مشخص می کند. 
در ادامه در قالب چند فعالیت به معرفی تابع خطی می پردازد. در اولین فعالیت صفحهٔ 70 به رابطهٔ بین اندازه 
و مقدار ثابت 5 است اشاره می کند. فعالیت صفحهٔ 72 رابطهٔ  1

2
وزنه و طول فنر که یک رابطهٔ خطی با شیب

خطی بین زمان تولید و میزان تولید لوله  را مشخص می کند. هدف کار در کلاس صفحهٔ 73 یادآوری تعیین 
شیب خط با داشتن دو نقطه و نوشتن معادله خط و سپس رسم تابع خطی است.

نمودار تابع خطیدرس سوم
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در کار در کلاس صفحــهٔ 73 رابطهٔ بین عمق و دمای سنگ را به صورت یک تابع خطی نمایش می دهد 
و در واقع به کاربرد تابع خطی در طبیعت اطراف اشاره دارد. کار در کلاس صفحهٔ 74 به مدل رشد خطی 
برای تعیین جمعیت اشاره دارد و با طرح یک مثال دانش آموزان را با تخمین زدن و کسب اطلاعات از روی 

نمودار آشنا می کند.
کار در کلاس صفحهٔ 75 به خطی بودن تابع محیط مستطیل هایی که اختلاف طول و عرض آن مقدار ثابت 
است نسبت به یکی از اضلاع آن اشاره دارد و به غیرخطی بودن تابع مساحت مستطیل نسبت به عرض آن 

با طرح یک سؤال اشاره می کند.
در دومین کار در کلاس همین صفحه هدف بررسی ضابطه و رسم نمودار توابع خطی است که از مبدأ 

)y=ax مختصات عبور می کنند. )به فرم

 اشتباهات رایج دانش آموزان 

1 غالباً دانش آموزان در رسم نمودار توابع خطی با دامنه محدود، نقاط را به هم وصل می کنند.

2 در مسائلی که قسمت معلوم مسئله y است به آن بی توجه بوده و مقدار آن را به جای x قرار می دهند.

 کار در کلاس 
ضابطه تابع محیط مستطیل هایی را که طول آنها 4 واحد بیشتر از عرض آنها است، برحسب عرض آن 

بنویسید و نشان دهید یک تابع خطی است.
ــ آیا تابع مساحت آنها نیز یک تابع خطی است؟

 کار در کلاس 
کرده  عبور  مبدأ  از   f خطی  تابع  نمودار  اگر 
را   f تابع  ضابطه  و  نمودار  باشد،   f  )-1(=2 و 

مشخص کنید.
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y

x
5

5

                       حل تمرین های درس سوم

.f )1( =1 و f )2(=4 :داشته باشیم f )x(= m  x + n ٔرا چنان بیابید تا در تابع با ضابطه n و m 1 مقادیر

حل:

  m=3 
1(

m n
m n

+ =
⇒ + =

1

2 4      n=-2

2 ضابطهٔ تابع خطی f را که از نقاط )2,3( و )4,1( می گذرد، مشخص کنید و نمودار آن را رسم نمایید.
        

2(  m −= = −
−

3 1 1
2 4

      y= -x+n        ⇒ 1= -4+ n  ⇒  n=5                         :حل     
   f )x(= -x+5

3 در تابع خطی f داریم 1(=5( f و 8=)2( f، مقادیر )3-( f و )f )5 را بیابید.

3( m −= =
−

8 5 3
2 1 حل:                                                                                                            

                                 f )x(=3x+n
5=3+n   ⇒    n=2

          f )x(=3x+2
f )-3(=3)-3(+2= -7
f )5(=3)5(+2=17

 A 5

2
A={x∋ باشد و از نقطه  |0≥ x ≥10} 4 نمودار تابعی خطی را رسم کنید که دامنهٔ آن برابر

بگذرد.
حل: جواب سؤال منحصر به فرد نیست.

f )4(=1

f )1(=5
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 f )-0/1( و f )0/1( است. در این صورت اختلاف f )2(=7 5 نمودار یک تابع خطی از مبدأ می گذرد و
را به دست آورید.

    f )0( =0    ,   f )2( = 7      m , f (x) x= =7 7
2 2

حل:                                           
  f )0/1( = 3/5 *0/1=0/35  
  f )-0/1( = 3/5 * -0/1= -0/35  

است. دمای یک  F C= +9 32
5

6 رابطهٔ بین درجهٔ دما برحسب سانتی گراد و فارنهایت به صورت 

جسم 20 درجهٔ سانتی گراد بالا رفته است. دمای آن برحسب فارنهایت چقدر افزایش داشته است؟

f ( ) = × + =920 20 32 68
5

حل:  36 =68-32                                            
   
f ( ) = × + =90 0 32 32

5

                                                                                          

0   1    2    3    4    5    6    7    8    9   10  11

4

3

2

1

y

x
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2

1

y

x
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برای تولید x کالا، C)x(=3000+50x تومان هزینه می کند و هر کالا را 70 تومان  7  یک شرکت 
می فروشد.

الف( تابع سود را تعیین و نمودار آن را رسم کنید.
ب( این شرکت حداقل چه تعداد از این کالا را باید بفروشد تا سوددهی آغاز شود؟

حل: 
                                                x(=70x(Rf      )الف
                   P)x(-R)x(-C)x(=20x-3000                                                                                           

x 200           300
P)x( 1000         3000

20x-3000<0)ب
x<150
حداقل باید 151 کالا بفروشد.

y

x

3000

2000

1000

-1000

-2000

-3000

1000   2000
200

150

P(x)
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اهداف درس چهارم    

در فرایند آموزشی این درس، انتظار می رود که دانش آموزان به اهداف زیر برسند:
1  تابع درجه دوم را تشخیص دهند.

٢  نمودار تابع درجه دوم را به کمک نقطه یابی رسم کنند.

٣  نمودار تابع درجه دوم را با داشتن رأس و نقاط کمکی طرفین رسم کنند.

٤  در حل مسائل کاربردی مرتبط تابع درجه دوم را تشکیل دهند.

ابزار مورد نیاز

1  خط کش

٢  صفحه شطرنجی

٣  کامپیوتر

روش تدریس درس چهارم   

تابع  از  نقاطی  مختصات  جدول  تکمیل  با  دانش آموزان  می شود.  آغاز  فعالیت  یک  با  مطلب  به  ورود 
مساحت مستطیل هایی با محیط ثابت را مشخص کرده و با رسم آنها در یک صفحه محورهای مختصات 

توابع غیر خطی آشنا می گردند. با  برده و  تابع مساحت پی  به غیر خطی بودن  به صورت سهمی، 

نمودار تابع درجۀ 2درس چهارم
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فعالیت صفحۀ 78
مسئله ای از دنیای واقعی مطرح گردیده که طی آن دانش آموزان با تابع هزینه، تابع درآمد و تابع سود آشنا 

می گردند.

هدف فعالیت صفحۀ 80
رسم نمودار تابع درجه دوم است که با ساده ترین نوع تابع درجه دوم f (x)=x2 شروع شده است. به کمک 
جدول مختصات نقاطی از سهمی و از جمله رأس سهمی مشخص شده و با مشخص کردن نقاط در صفحه 
محورهای مختصات، سهمی را رسم می کنند. توجه دانش آموزان را به بالا بودن دهانه سهمی معطوف می کنیم.

کار در کلاس صفحه 81
با همان هدف فعالیت بالا نوشته شده با این تفاوت که دهانه سهمی رو به پایین و رأس سهمی روی محور 

(C =4 ) .ها قرار می گیرد y

هدف کار در کلاس صفحه 81  
شود.  رسم  سهمی  نمودار  اینکه  بدون  است  بوده  تابع  ضابطه  کمک  به  سهمی  رأس  مختصات  تعیین 
همچنین می توان در این تمرین به نقاط ماکزیمم و مینیمم و معادله خط تقارن سهمی اشاره ای داشته باشیم.

کار در کلاس صفحه ٢
با هدف آشنایی دانش آموزان با سهمی هایی که دهانه آنها بازتر یا تنگ تر است، طراحی گردیده است. در 
قسمت الف ضریب درجه دوم عددی بزرگ تر از واحد و دهانه سهمی تنگ تر و در قسمت ب ضریب درجه 

دوم کوچک تر از واحد و دهانه سهمی بازتر است.

هدف کار در کلاس صفحه 8٣
تبدیل معادله سهمی از حالت غیر استاندارد y = ax2 + bx + c به حالت استاندارد و تبدیل به مربع کامل 
) و  b b  ,  f ( )

a a
− −
2 2

است. بدیهی است می توان این سهمی ها را با مشخص کردن مختصات رأس سهمی (
تعیین دو نقطه در طرفین رأس، رسم کرد.
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اشتباهات رایج دانش آموزان
منحنی یک خط  به جای رسم  نقاط سهمی  نمودن مختصات  از مشخص  دانش آموزان پس  معمولاً  ــ 

می کنند! رسم  شکسته 

توصیه های آموزشی

1  در بررسی فعالیت اول این درس می توان دانش آموزان را به کشف نکته زیر تشویق کرد: اگر مجموع 
دو کمیت عدد ثابتی باشد (x + y = 10)، حاصل ضرب آنها وقتی ماکزیمم است که دو کمیت برابر باشند. این 

مطلب به کمک جدول کاملاً روشن است.

معادله محور تقارن سهمی و طول رأس سهمی است. در سهمی های غیر استاندارد می توان  bx
a
−

=
2

   ٢

به جای تبدیل به مربع کامل و صورت استاندارد سهمی، مختصات رأس سهمی را با این فرمول تعیین نمود.

( b b  ,  f ( )
a a
− −
2 2

)

حل تمرین های درس چهارم  

1  نمودار سهمی های به معادلات y = x2-2x و y = -(x-1)2+1 و y = x2+4x+1 را رسم کنید.

y = (x-1)2-1                             x (الف
y −

0 1 2

0 1 0

3

2

1

−1

−2

−3

y

x
 −3  −2  −1         1     2    3    
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y = - (x-1)2+1                         x (ب
y

0 1 2

0 1 0

bx (پ
a
− −

= = = −
4

2
2 2

                                                              x
y

− − −
− − −
3 2 1

2 3 2      f (-2) = -3

 −3  −2  −1          1    2    3    

3

2

1

−1

−2

−3

y

x

 −3  −2  −1          1    2    3    

3

2

1

y

x

−1

−2

−3

y و تابع هزینه به صورت y = 18x+40 باشد، ماکسیمم  x x= − +21
30

2
٢  اگر تابع درآمد به صورت 

مقدار سود را مشخص کنید.

P(x) x x−
= + −21

12 40
2

           bx
a ( )

− −
= = =

−

12
12

12 2
2

            P( ) =12 32
حل:                       
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٣  محیط مستطیلی 26 متر است. اگر اندازهٔ یکی از اضلاع آن را با x و مساحت آن را با S نشان دهیم، 
ابتدا نمودار تابع مساحت را برحسب x رسم کنید. سپس به کمک نمودار مشخص کنید به ازای چه مقداری 

از x مساحت مستطیل ماکسیمم می شود.
(x y)  x y   S xy x( x) x x+ = ⇒ + = ⇒ = = − = − 22 26 13 13 13

bx /
a
− −

= = = =
−
13 13

6 5
2 2 2

f ( ) /= 

13 169
42 25

2 4

x /
P(x) /

6 6 5 7

42 42 25 42

x = 6/5

S

x

40

10

10        20
13
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٤  اگر 2x + a = 100 باشد، x و a را طوری بیابید که y = xa ماکسیمم شود.
a  =100-2x
y = xa = x(100-2x) = 100x-2x2

bx
a
−

= = 25
2

a = 100-2(25) = 50

5  در یک تولیدی نوعی لامپ برای مصارف پزشکی تولید می شود. این تولیدی هر یک از لامپ ها 
را می تواند به قیمت 200 تومان بفروشد. اگر در هر روز x واحد لامپ تولید کند و بفروشد و تابع هزینهٔ آن 

برابر  c (x) = x2 + 40x + 100   باشد:
الف) تابع سود روزانه این تولیدی را بنویسید.

ب) چند لامپ در روز تولید کند تا بیشترین سود را داشته باشد؟
پ) بیشترین سود روزانهٔ این کارگاه چقدر است؟

R (x) = 200x (الف
P(x)= -x2+160x-100

bx (ب
a ( )
− −

= = =
−
160

80
2 2 1

P(80) = 6300 (پ





فصل 4

کار با  داده های آماری
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نگاه کلی به فصل  

در این فصل کتاب، دانش آموزان با علم آمار و مفاهیمی که در آن به کار می رود آشنا می شوند.
آمارگیری  مفاهیم  و  می پردازد  تصادفی  نمونه  آماری،  جامعه  داده،  معرفی  به  فصل  این  از  اول  درس 
مصاحبه،  پرسش نامه،  (مشاهده،  داده ها  گردآوری  های  روش  انواع  به  سپس  می کند.  بیان  را  آمارگر  و 
دادگان) و تفاوت ها و کاربرد آنها می پردازد. در این درس متغیرها (کمی و کیفی) و انواع آن (اسمی، ترتیبی، 
فاصله ای، نسبتی)، که در واقع ویژگی های داده آماری است، مورد بررسی قرار می گیرد. همچنین در نهایت 
تعریفی از علم آمار آورده می شود. در درس دوم معیارهای گرایش به مرکز (میانگین، میانه) معرفی می شوند و 
کاربرد آنها و مصداق هایی برایشان گذاشته شده است. همچنین داده  دور افتاده و تأثیر آن بر این دو گرایش 

مورد بررسی قرار می گیرد. مُد نیز در حاشیه این درس برای دانش آموزان معرفی می شود.
در درس سوم، بررسی معیارهای پراکندگی (انحراف استاندارد ــ واریانس) صورت می گیرد و محاسبه 
این مقادیر با مثال صورت می گیرد. همچنین روی مقدار انحراف استاندارد از میانگین (دو برابر، یک برابر، 
سه برابر) بحث شده و کاربرد آن مطرح می شود. در ادامه این درس چارک ها و دامنه میان چارکی و دلیل 

استفادهٔ آن بیان می گردد. تمام مجموعه مطالب این فصل آمار توصیفی را معرفی می کند.

نقشۀ مفهومی  
آمار

جامعه آماریداده آماری
 )پارامتر(

روش
متغیرجمع آوری داده

نمونه تصادفی)آماره(

دادگانمصاحبهپرسش نامهمشاهده

کمیکیفی

نسبتیفاصله ای      ترتیبیاسمی

معیارهای گرایش
معیارهای پراکندگی به مرکز

مُدمیانگین میانه

انحراف استاندارد دامنه تغییرات
واریانس

دامنه میان 
IQR چارکی
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دانستنی هایی برای معلم  

آمار در روزگاران کهن غالباً به معنای جمع آوری اطلاعات مربوط به جمعیت به کار می رفت و در حقیقت 
کلمه Statistics از State به معنی » کشور« و » ایالت« گرفته شده و آمار جمعیت اغلب به منظور وصول 
تمامی  و  علوم  تمام  در  تقریباً  در حال حاضر  ولی  است  می شده  نظامی جمع آوری  مقاصد  برای  یا  مالیات 
آمار  باشد، علم  تجربی  بر شواهد  مبتنی  و طبقه بندی اطلاعات  ادعا  اثبات  به  نیاز  که  فعالیت ها،  زمینه های 
حضور دارد و ما را در حل مسائل زندگی و برداشت صحیح از زندگی و جهان یاری می کند. درواقع آمار، 
واقعیت های ابزار کشف، شاخه ای از ریاضی، روشی برای علوم تربیتی، بخشی از علوم حیاتی، وسیله ای 
برای منابع اقتصادی و ... و ابزاری است از مدیریت صحیح. و می توان گفت آمار عبارت است از » علم 
جمع آوری، تنظیم، تلخیص و تجزیه و تحلیل داده ها و استخراج تصمیم های منطقی در مورد پدیده های تحت 

بررسی«.
نیز  برآورد کردند و مصریان  را  نفری  تعداد  تولد مسیح،  از  تاریخ، چینی ها، چندین هزار سال قبل  در 
علاوه بر سرشماری نفوس جدول تحرک جمعیت را نیز تشکیل داده بودند. در ایران تاریخ ورود به علم آمار 
مشخص نیست اما در شاهنامهٔ فردوسی، در یکی از جنگ ها، گیو به پسرش دستور می دهد که تعداد افراد 
لشکر دشمن را بگوید. پسر گیو با توجه به اینکه نمی توانست به لشکر دشمن نزدیک شود با توجه به تعداد 
علم های موجود در لشکر دشمن (مشاهده از دور) برآورد مناسبی از تعداد افراد به عمل آورد. جمع آوری 
آمارهای اداری بیش از دو هزار سال سابقه دارد. در قرن هفدهم آمار حیاتی توسط » جان گرافت« انگلیسی 
نظریه  وارد شدن  با  هفدهم  قرن  نیمه  از  آمار  نظریه  می دانند.  حیاتی  آمار  علم  پدر  را  او  و  پایه گذاری شد 
احتمال و مسائل بازی های شانسی توسعه می یابد. امروز »رونالد فیشر« انگلیسی را به عنوان پدر علم آمار 
می شناسند. وی آمار را در زمینه های مختلف مانند ژنتیک، بیومتری، آموزش و پرورش، کشاورزی و... 
وارد کرد و در معرفی استنباط آماری شامل برآوردهای نقطه ای، توزیع دقیق نمونه و طرح آزمایش ها پیشگام 
بود. به کارگیری روش های آماری در علوم اجتماعی و رفتاری کمی قبل از جنگ جهانی دوم شروع شد. 
امروز موفقیت در بسیاری از زمینه های علمی مانند علوم انسانی، پزشکی و فنی و مهندسی بدون داشتن 

اطلاعات لازم از علم آمار مشکل و گاهی غیر ممکن است.
طبقه بندی، خلاصه کردن، توصیف و تفسیر اطلاعات جمع آوری شده و برقراری ارتباط از طریق آنها را 
»آمار توصیفی« می نامند و با استفاده از اطلاعات جمع آوری شده از نمونه کوچکی از آزمودنی ها، ویژگی های 

جامعه ای را که نمونه از آن انتخاب شده است برآورد یا استنباط کنند را »آمار استنباطی« می گویند.
»جامعه« عبارت است از گروهی از افراد، اشیا یا حوادث که حداقل دارای یک صفت یا ویژگی مشترک 
باشند. فرض کنید علاقه مند هستید »متوسط قد دانش آموزان پسر مدارس متوسطه اول را در شهر تهران« 
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برآورد کنید، در این برآورد، جامعه عبارت است از تمامی دانش آموزانی که در مدارس متوسطه اول شهر 
تهران مشغول به تحصیل هستند و ویژگی مشترک در این جامعه عبارت است از تحصیل در مدرسه متوسطه 

اول و پسر بودن. محاسبه چنین اندازه ای (متوسط قد) برای جامعه، »پارامتر« جامعه نامیده می شود.
بنابراین »پارامتر« عبارت است از ویژگی عددی یک جامعه.

»نمونه« چون حجم یا اندازه جامعه های تحقیقی بسیار بزرگ است و اندازه گیری ویژگی مورد پژوهش 
یا به هزینه و وقت زیادی نیاز دارد کافی است تا نمونه ای  برای تک تک افراد جامعه غیر ممکن است و 
از جامعه انتخاب و اندازه گیری شود و براساس یافته های حاصل از نمونه، این نتایج را به کل جامعه تعمیم 
داد. بنابراین نمونه عبارت است از زیرجامعه ای که از کل جامعه انتخاب می شود و معرف آن جامعه است. 
اندازه ای که از نمونه به دست می آید »آماره« نامیده می شود پس »آماره« عبارت است از ویژگی یا ویژگی هایی 

کمّی که یک نمونه را توصیف می کند.
بررسی های آماری روی صفات مشخصه انجام نمی شود زیرا افراد جامعه نسبت به این صفات هیچ وجه 
متمایزی با هم ندارند. اگر به افراد جامعه از زاویه های دیگر بنگریم تفاوت های زیادی می بینیم آن صفات را 
که عامل این تفاوت ها هستند »متغیر« می نامند. به عنوان مثال، در جامعه دانش آموزان پسر مدارس متوسطه 

اول شهر تهران، وزن، قد، هوش، نوع بیماری، گروه خونی و... دانش آموزان متغیر می باشد.
متغیرها به دو دستهٔ کیفی و کمّی تقسیم می شوند:

 الف( متغیر کیفی 
مربوط به صفاتی است که واحد نداشته و قابل اندازه گیری نیستند، مانند جنس، مرغوبیت، شغل، نوع 

بیماری، وضع تأهل، رنگ چشم، گروه خونی و نظایر اینها.

 ب( متغیر کمّی 

مربوط به صفاتی هستند که قابل اندازه گیری یا شمارش هستند؛ یعنی واحد اندازه گیری یا شمارش دارند 
و قابل مقایسه و سنجش می باشند مانند سن، طول عمر، معدل، وزن، قد، درآمد و نظایر اینها.

متغیرها و رابطه بین آنها را می توان از طریق اندازه گیری دقیق تر توصیف کرد. اندازه گیری عبارت است 
از اختصاص دادن عدد به یک صفت یا ویژگی براساس قاعده یا قانون.

برای متغیر کیفی دو مقیاس اندازه گیری:
1  اسمی

٢  ترتیبی؛ معرفی می شود.
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 مقیاس اسمی  

مورد  صفت  به  فقط  می شوند،  برده  به کار  مقیاس  این  در  که  اعدادی  می کند،  طبقه بندی  را  مشاهدات 
تأهل. وضعیت  یا  خونی،  گروه  مانند  می دهند  اسم  یا  نام  اندازه گیری، 

 مقیاس ترتیبی  
علاوه بر نام گذاری، طبقه بندی و مشاهده، آن را براساس یک ملاک معین رتبه بندی می کنند (مانند نفر اول و 
دوم و سوم شدن در مسابقات). اعداد به کار برده شده در این مقیاس ترتیب یا رتبه اشیا را مشخص می کنند .توجه 

شود فاصلهٔ مساوی بین اعداد در این مقیاس به معنی فاصله های مساوی بین صفات یا مشاهده ها نیست.
برای متغیر کمّی دو مقیاس اندازه گیری:

1  فاصله ای 

٢ نسبتی؛
معرفی می شود.

  مقیاس فاصله ای  
ویژگی مقیاس های اسمی و ترتیبی را داراست و علاوه بر آن در این مقیاس فاصله ها بین ویژگی های مورد 
اندازه گیری مساوی است و می توان اختلاف بین مشاهدات را تعیین کرد (توجه: اعمال ضرب و تقسیم در 
اینجا وجود ندارد) مانند درجه حرارت بر حسب سلسیوس که اختلاف درجه دما یا حرارت بین دو شهر 

قابل محاسبه و بامعناست اما ضرب این دو درجه دما معنی ندارد.

مقیاس نسبتی   
علاوه  بر ویژگی های مقیاس فاصله ای و اسمی و ترتیبی، دارای صفر مطلق نیز هست و در بالاترین سطح 

اندازه گیری قرار دارد مانند کیلوگرم، متر، گرم که دارای صفر واقعی (صفر مطلق) می باشند.
»شاخص های گرایش به مرکز«، عدد واحدی است که به وسیلهٔ آن، مجموعه ای از داده ها را مشخص 

می کند به گونه ای که معرف تمام مجموعهٔ داده ها باشد.
شده  اندازه گیری  (مقیاس  داده های  جمع  از  واقع  در  و  است  مرکز  به  گرایش  متداول ترین  »میانگین« 
فاصله ای یا نسبتی) تقسیم بر تعداد آنها به دست می آید یعنی میانگین داده های x1 , x2 , ... , xn برابر است 

. nx x ... x
x

n
+ + +

= 1 2 با 
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ویژگی های میانگین عبارت اند از:
1 یک شاخص فاصله ای است. 

2 در محاسبه آن عملیات ریاضی بیشتری استفاده می شود. 

3 در محاسبه آن از همه اعداد یا داده ها استفاده می شود.  

4 داده های خیلی بزرگ و خیلی کوچک در آن تأثیر دارد.

. n(x x) (x x) ... (x x)− + − + + − =1 2 5 مجموع انحراف از میانگین همیشه صفر است یعنی 0

6 با ثبات ترین شاخص، گرایش به مرکز است.

7 بهترین برآورد از میانگین جامعه است.

ax1 + b , ax2 + b , ... , axn + b باشد، میانگین داده های x 8  اگر میانگین داده های (x1 , x2 , ... , xn) برابر 
. y ax b= + برابر است با 

»میانه« شاخص دیگری از گرایش به مرکز است که درواقع نقطهٔ وسط در توزیع داده ها می باشد. به عبارت 
دیگر میانه نقطه ای است که نیمی (50%) داده ها در بالای آن (بیشتر) و نیم دیگر (50%) در پایین آن (کمتر) 
قرار دارد. برای تعیین میانه ابتدا داده ها را به صورت صعودی (از کوچک به بزرگ) مرتب کرده سپس دو 

، میانه  nجزء صحیح n(                    ) 
  2 2

n  +  
1

2
حالت داریم اگر تعداد داده ها فرد باشد در این صورت داده مرتبهٔ 

، میانه داده های  n( )+1
2

)n و  )
2

داده ها و اگر تعداد داده ها زوج باشد در این صورت میانگین داده های مرتبه 
فوق می باشد.

ویژگی های میانه عبارت اند از:
1 یک شاخص ترتیبی است. 

2 مقدار آن به وسیله عددی که در وسط توزیع قرار دارد، تعیین می شود. 

3 تحت تأثیر ارزش عددی تمام داده ها قرار ندارد.

4 به اغلب داده های توزیع نزدیک است.

5 در محاسبهٔ آن از عملیات ریاضی کمتری استفاده می شود. 

6 ثبات آن از میانگین کمتر و از مُد بیشتر است. 

7 با مقیاس های ترتیبی، فاصله ای و نسبتی به کار برده می شود.
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»مُد« عبارت است از داده ای که بیشترین تکرار (فراوانی) را داشته باشد.
ویژگی های مد عبارت اند از:

1 یک شاخص اسمی است.

٢ عددی است که دارای بیشترین فراوانی است. 

٣ اغلب در وسط توزیع داده ها قرار دارد.

٤ اعمال ریاضی را نمی توان با آن انجام داد.

5 در بعضی از توزیع ها بیش از یکی وجود دارد.

6  دارای پایداری یا ثبات خیلی کمی است.

7 برآورد خیلی ضعیفی از پارامتر جامعه است. 

8 به ندرت به کار برده می شود.

»شاخص های پراکندگی«، میزان پراکندگی یا تغییراتی که در بین داده های یک توزیع وجود دارد را نشان 
می دهند و برای توصیف پراکندگی داده ها که به صورت کمّی مطرح می شوند ضروری هستند.

»دامنه تغییرات« اولین شاخص پراکندگی است که در واقع اختلاف بین بزرگ ترین و کوچک ترین داده 
می باشد. »انحراف استاندارد« معیار دیگری از شاخص پراکندگی است که از قانون زیر پیروی می کند. اگر 

 (x1 ... xn)داده ما باشند در این صورت انحراف استاندارد برابر است با:

x nS (x x) (x x) ... (x x)
n

= − + − + + −2 2 2
1 2

1  

»واریانس« توان دوم انحراف استاندارد می باشد. و اگر داده ها به صورت    ax1 + b , ... , axn + b باشد 
در این صورت انحراف استاندارد برابر است با:

Sy = aSx

»انحراف چارکی« در واقع IQR = Q3 - Q1 می باشد که در آن Q چارک اول داده ای است که بعد از 
3 (75%) داده ها بیشتر از آن قرار دارند 

4
1 داده ها (25%) کمتر از آن و 

4
مرتب شدن آنها به صورت صعودی 

1 داده ها (25%) بیشتر از آن قرار دارند.

4
3 داده ها (75%) کمتر از آن و 

4
و Q3 چارک سوم که 
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اهداف درس اول    

 در فرایند آموزشی این درس، انتظار می رود که دانش آموزان به اهداف زیر برسند:
1 درک دقیق از مفهوم داده و واحد آماری داشته باشند.

2 جامعه آماری را درک کنند و برای آن مصداق پیدا کنند.

3 نمونه تصادفی را توصیف کنند و مثال هایی برای آن بیان کنند.

4  انواع روش های گردآوری داده ها (مشاهده، پرسش نامه، مصاحبه، دادگان) را درک کرده و برای 
هر یک مثالی بیاورند.

5  درک دقیق از »پارامتر« و »آماره« داشته باشند و تفاوت آنها را تشخیص دهند.

6 مفهوم متغیر را درک کنند و تفاوت آن را با داده بیان کنند.

7 انواع متغیرها را بشناسند و تفاوت های آنها را درک کنند.

8 برای »آمار« بیان توصیفی شفافی بیاورند.

روش تدریس درس اول   

هدف فعالیت اول این درس درک مفاهیم »داده«، »واحد آماری« جامعه آماری و نمونه تصادفی است و  
اینکه احساس نیاز را در دانش آموز تقویت کند که در بسیاری از مسائل استفاده از نمونه تصادفی به جای 
جامعه آماری، مناسب تر است. همچنین ارتباط و تفاوت این دو (نمونه تصادفی و جامعه آماری) در انتهای 
این فعالیت مطرح شده و به دانش آموز تأکید می کند که »اگر نمونه تصادفی« انتخاب شود، آنگاه نمونه معرف 

جامعه خواهد بود.

گردآوری داده هادرس اول
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در فعالیت صفحه 88 گردآوری داده ها، مشاهده و پرسش نامه معرفی شده و مثالی از طریق ثبت مشاهدات 
و همچنین مثالی از یک پرسش نامه آورده شده است. در انتهای این فعالیت نکاتی را برای به انجام رسیدن 

یک آمارگیری، با پاسخ به چند سؤال مطرح نموده است.

کار در کلاس صفحه 90
پرسش نامه،  و  مشاهده  روش  دو  جز  به  آیا  که  می کشد  چالش  این  به  را  دانش آموزان  پرسشی  با  ابتدا 
مشاهده،  داده ها،  گردآوری  روش  چهار  ادامه  در  و  دارد؟  وجود  آمارگیری  برای  دیگری  روش های 

است. شده  داده  توضیح  دادگان  و  مصاحبه  پرسش نامه، 

تمرین صفحه 91 
مروری بر روش های جمع آوری داده هاست و کار در کلاس صفحه 92 جهت تقویت بیشتر دانش آموزان 

از درک و استفاده روش های گردآوری داده ها در شرایط مختلف، آورده شده است.

فعالیت صفحه 9٢
 با بیان مثالی از افرادی که از کوه دنا بالا می روند، متغیرهای متفاوت بسته به نوع پژوهش معرفی شده 
و در ادامه »پارامتر« و آماره بیان و روی آن بحث شده است. مثال »ارزیابی« هندوانه های آماده برداشت 
خوزستان از دو جهت »وزن« و »مزه« آنها، برای درک بهتر دانش آموزان از متغیرهای کمی و کیفی و پارامتر 
بیان کرده و همچنین تفاوت آماره و  و آماره آورده شده است. این مثال به خوبی مشکلات سرشماری را 

پارامتر را مطرح کرده است.
در حاشیه صفحه 93 نیز محدودیت های سرشماری عنوان شده است.

با قرار دادن کار در کلاس صفحه 94، مفاهیم داده ها، متغیر و انواع آن، نمونه تصادفی، جامعه آماری، 
پارامتر و آماره با به چالش کشیدن دانش آموزان دوباره مرور شده است.

انواع متغیرها 

اسمی، ترتیبی، فاصله ای، نسبتی
با نگاهی تخصصی تر  بیشتری جهت درک عمیق آن می طلبد. در واقع  از کتاب توجه  این قسمت  در 
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به متغیر ها توجه شده است. متغیرها را به دو گروه کمّی و کیفی تقسیم کرده و هر کدام از این گروه ها را با 
یک مقیاس اندازه گیری کرده است. در واقع هدف از بیان متغیرها برحسب مقیاس ها تشخیص نوع مناسب 

داده ها می باشد نظیر ترتیب و نسبت گرفتن.
بحث اصلی در تشخیص متغیرهای فاصله ای و نسبتی است. شاید موضوعی که می تواند تشخیص را 
آسان سازد توجه به صفر مطلق و صفر نسبی است هرچند که در کتاب مطرح نشده است اما عنوان کردن آن 
سبب گیج شدن دانش آموز می شود. با بیان یک مثال در کلاس می توان بدون آنکه به آن اشاره کرد، مطلب را 
جهت درک بیشتر دانش آموزان مطرح نمود، به عنوان مثال شما می توانید شلوغی کلاس را در نظر بگیرید و 
لحظاتی یک بازی را انجام دهید!! با عصبانیت ساختگی از شلوغی کلاس تهدید کنید که برای دانش آموزان 
خاطی و شلوغ کار نمرهٔ صفر قرار می دهید. بعد از اینکه جو آرام شد مطرح کنید که این صفری که بیان کردید 
دلیل بر بی انضباطی کامل شما نیست برای بعضی دانش آموزان دو نمره کم می کنید و برای دیگری 5 نمره، 

این اعداد که بر شلوغ کاری شما تعلق گرفت یک مقیاس فاصله ای است.
توجه کنید که درجه حرارت در کتاب به عنوان مقیاس فاصله ای اشاره شده است (بر حسب سلسیوس) اما 
دما بر حسب کلوین جزءِ مقیاس نسبتی است. سال های شمسی، قمری و میلادی نیز مقیاس های فاصله ای 
هستند. نمره امتحانی و زمان شروع یک کار نیز مقیاس فاصله ای می باشند. در انتهای این درس تأکید شده 
است که »اگر فقط یک متغیر از داده ها اندازه گیری شده باشد به جای ذکر »مقیاس متغیر« از واژهٔ »مقیاس 

داده« استفاده می کنند.

 کار در کلاس صفحه  95 

انواع آن آورده شده و تمرین این صفحه آن را تکمیل  یادگیری متغیرها و  تثبیت  در راستای تقویت و 
می کند.



85فصل چهارم:کار با داده های آماری

آمار چیست؟  

در این قسمت به اهمیت استفاده از »علم آمار« اشاره شده است.

فعالیت صفحه 96

با بیان دو مثال گردآوری اطلاعات و استفاده از روش های آماری، که به تصمیم گیری در رابطه با مسائلی 
که با آن مواجه هستیم، یاری می دهد، اشاره می کند و تأکید دارد که »روش های آماری ما را قادر می سازند تا 
با نگاه کردن به اطلاعات به دست آمده از مجموعه کوچکی از افراد یا اقلام، برای گروه های بزرگ تری از این 
افراد یا اقلام نتیجه گیری کنیم.« و بعد از تعریف آمار توجه به این نکته را ضروری می داند که »نتایج آماری 

باید توسط فردی که نه تنها روش ها، بلکه موضوع مورد بحث را کامل درک کرده باشد، تفسیر شود.«

تمرین صفحه 97 
مطالب این درس دوره می شود.

در قسمت خواندنی مثال »لقمان و مرد پیاده« تمام اصول آماری رعایت شده و نشان می دهد که چگونه 
توجه به آنها، در تصمیم گیری افراد تأثیر دارد.
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اهداف درس دوم    

در فرایند آموزشی این درس، انتظار می رود که دانش آموزان به اهداف زیر برسند:
1 مفهوم میانگین که یکی از معیارهای گرایش مرکزی است را درک کنند.

٢ با طریقهٔ به دست آوردن میانگین داده ها آشنا شوند.

٣ مفهوم میانه معیار دیگر گرایش مرکزی را درک کنند و مصداقی برای آن بیاورند.

٤ طریقه تعیین میانه داده ها را تشخیص دهند.

5 درک دقیقی از داده های دور افتاده در داده های آماری داشته باشند.

6 تأثیر داده های دور افتاده درمیانگین و میانه را درک کنند.

7  مُد، یکی دیگر از معیارهای گرایش مرکزی را درک و مصداقی برای آن پیدا کنند.

8  دانش آموزان مفهوم میانگین موزون را درک کرده و مصداقی برای آن بیان کنند.

معیارهای گرایش مرکزیدرس دوم
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روش تدریس درس دوم   

میانگین  کاربرد  به  مدرسه«  »خیرین  فرهنگی  اجتماعی،  کار  یک  به  اشاره  با   ،99 صفحه  فعالیت  در 
می پردازد و در ادامه عبارت ریاضی محاسبه میانگین (فرمول میانگین) را معرفی می کند. در صفحه 100 
کار در کلاس، میانگین انواع داده ها بررسی می شود و در قسمت 7 آن چند قاعده کلی با توجه به قسمت های 
قبلی نتیجه گیری می شود (نظیر؛ اگر هر داده در عدد ثابتی ضرب (تقسیم) شود میانگین نیز در همان عدد 

می شود). ضرب 
در ادامهٔ کار در کلاس، داده دور افتاده با توجه به مثال انجمن خیریه دبیرستان معرفی و تأثیر آن دیده 

می شود.
در حاشیه صفحه 100، مُد، معرفی شده و مثال هایی برای آن آورده شده است.

میانه را  مثال خیریه را مرتب کرده و  میانه، داده های  با مفهوم  برای آشنایی و درک دانش آموزان  میانه: 
به دست آورده است (در دو حالت تعداد داده ها »فرد« و یا »زوج« باشد) .تمرین صفحهٔ 101 تکمیل کنندهٔ بحث 

می باشد. میانه 
در ادامه با یک مثال مربوط به هزینه های جراحی یک بیمارستان، اهمیت و تفاوت میانگین و میانه را 

می دهد. قرار  بررسی  مورد 
برای  افتاده  دور  داده  و  میانه  و  میانگین  مفاهیم  از  عمیق تری  درک   102 صفحه  کلاس  در  کار  انجام  با 

می گردد. ایجاد  دانش آموزان 
در حاشیهٔ صفحه 102 میانگین موزون با یک مثال توضیح داده شده است.
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اهداف درس سوم   

در فرایند آموزشی این درس، انتظار می رود که دانش آموزان به اهداف زیر برسند:
1 با مفهوم انحراف استاندارد ( و واریانس) و دلیل استفاده آن آشنا شوند.

٢ نماد ریاضی (فرمول) و طریقه به دست آوردن انحراف استاندارد را درک کنند.

٣ مفهوم مقدار (دو برابر، یک برابر، سه برابر) انحراف استاندارد از میانگین را درک کنند.

٤ با طریقه به دست آوردن مقدار انحراف استاندارد از میانگین آشنا شوند.

5 مفاهیم چارک ها را درک کرده و با طریقه محاسبه آنها آشنا شوند.

6 با دامنه میان چارکی IQR آشنا شوند.

روش تدریس درس سوم   

فعالیت صفحه 10٣
با یک محاسبه میانگین سه دسته داده که مربوط به کلاس دهم است به بررسی این موضوع می پردازد که 
میانگین چند سری داده که مساوی باشند، تصمیم گیری روی عملکرد آنها با مشکل مواجه می شود. و برای 
رفع این مشکل نیاز به استفاده از یک معیار دیگر که معیار پراکندگی نامیده می شود، می باشد. و در ادامه 

انحراف استاندارد و واریانس، معرفی و فرمول مربوط به آن آورده می شود.

معیارهای پراکندگیدرس سوم
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کار در کلاس صفحه 104، که ادامه فعالیت می باشد با به دست آوردن انحراف استاندارد و واریانس 
داده ها به بررسی پراکندگی این سه داده می پردازد و حل این کار در کلاس در صفحهٔ 105 به طور خلاصه 

آورده شده است.
در حاشیه صفحه 105 منحنی نرمال و پراکندگی در آن عنوان شده است.

هدف فعالیت صفحه 105  

 ادامهٔ آن در صفحه 5 به دست آوردن مقدار انحراف استاندارد از میانگین به صورت یک برابر انحراف 
استاندارد از میانگین، دو برابر انحراف استاندارد از میانگین و سه برابر انحراف استاندارد از میانگین و 

ویژگی و کاربرد آن را مطرح می کند و این موضوع در کار در کلاس صفحه 106 تکمیل می شود.

فعالیت صفحه 106
ادامهٔ آن در صفحات بعدی، به بررسی این می پردازد که گاهی اوقات انحراف استاندارد با وجود داده 
دور افتاده، برای تصمیم گیری مناسب نیست و برای به دست آوردن یک نتیجه مطلوب نیاز به استفاده از 
معیار پراکندگی دیگری به نام دامنه میان چارکی IQR و چارک ها داریم و سپس دلیل آن را توضیح داده و 

اهمیت آن را بیان می کند.
با انجام کار در کلاس صفحه 108 دانش آموز درک عمیق تری از معیارهای گرایش به مرکز و معیارهای 

پراکندگی به دست می آورد.
و در نهایت صفحه 109 و 110 مروری بر مفاهیم این فصل می باشد.
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حل تمرین ها  

 تمرین صفحه 91  
کدام روش جمع آوری داده ها برای موارد زیر مناسب است؟ یک دلیل برای انتخاب خود ذکر کنید. 

1  میزان رضایت مشتریان بانک از نحوه برخورد و رسیدگی به درخواست های آنها 
می دهند  را  درست  پاسخ  نگرانی  بدون  و  به راحتی  مشتریان  این صورت  در  زیرا  پرسش نامه:  پاسخ: 

)به صورت کتبی(.
2 سن همه دانش آموزان مدرسه برحسب ماه در پایه دهم 

پاسخ: استفاده از دادگان، اطلاعات ثبتی دانش آموزان و کپی شناسنامه آنان در پرونده مدرسه موجود و 
دسترسی به آن از هر روش دیگری ساده تر است. 

3 تعداد سرنشینان خودروهای سواری در یکی از محورهای خروجی شهر 
پاسخ: مشاهده، زیرا دسترسی به همه و نگه داشتن و مصاحبه و پرسش نامه دادن وقت گیر و مشکل ساز 

می باشد. 

 تمرین صفحه 95  
داده های زیر مربوط به یک نماینده مجلس است. در هریک از سؤالات زیر نوع داده ها را مشخص کنید. 

الف( نام نماینده حسین ایرانی است. )جواب کیفی اسمی( 
ب( این نماینده ٥٨ سال سن دارد. )جواب کمّی نسبتی( 

پ( سال هایی که این نماینده در مجلس انتخاب شده است، ١٣٨6، ١٣90، ١٣9٤ است. )جواب: کمّی 
فاصله ای( 

ت( مجموع حقوق این نماینده، در سال گذشته 600،000،000 ریال بوده است )جواب: کمّی نسبتی( 
ث( این نماینده درحال بررسی لایحه پیشنهادی حفاظت از منابع آبی کشور است. گزینه های موردنظر: 

حمایت کامل، حمایت، بی طرف، مخالف و کاملاً مخالف است. ) پاسخ: کیفی ترتیبی (
ج( وضعیت تأهل این نماینده: »متأهل« است. )پاسخ: کیفی اسمی ( 

www.iranarze.ir
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چ( می گویند این نماینده، در رأی گیری لایحهٔ مرتبط با آموزش عمومی، هفتمین نفری است که از آن 
حمایت کرده است. )پاسخ: کیفی ترتیبی(

 تمرین صفحه 97 
1  فرق بین داده و متغیر چیست؟ 

پاسخ: داده ها در واقع اطلاعات مربوط به موضوع هستند و متغیر ویژگی مورد بررسی داده ها می باشد. 
در مثال، افرادی که کوه دنا را طی می کنند، آدم ها، داده ها هستند و وزن و قد افراد و زمان طی شده به قله 

متغیر می باشند. 
2 داده های در سطح اسمی، کمّی هستند یا کیفی؟ 

پاسخ: کیفی 
3 فرق بین آماره و پارامتر چیست؟ 

پاسخ: مشخصه عددی که برای توصیف جنبه های خاص از جامعه به کار می رود پارامتر نامیده می شود 
و مشخصه عددی که توصیف کننده جنبه ای خاص از نمونه باشد را آماره می نامند، بنابراین آماره مربوط به 

نمونه تصادفی و پارامتر مربوط به جامعه آماری است. 
4  در یک جامعه آماری، آیا ممکن است که یک پارامتر تغییر کند؟ اگر سه نمونه با اندازه یکسان از یک 

جامعه داشته باشیم، آیا می توان سه مقدار متناوب از یک آماره به دست آورد؟ 
پاسخ: در یک جامعه آماری پارامتر تغییر نمی کند و ثابت است اما می توان سه مقدار متفاوت از یک 

آماره به دست آورد. 
5 در یک مطالعه از ١٢6١ مشتری غذاخوری های گیاهخوار، سؤال شده است که برای کدام وعده 

غذایی )ناهار یا شام( سفارش داده اند؟ 
الف( متغیر را مشخص کنید. 

پاسخ: وعده غذایی )ناهار یا شام( 
ب( این متغیر کمّی است یا کیفی؟ 

پاسخ: کیفی 
پ( جامعه آماری در اینجا چیست؟ 

پاسخ: مشتریان غذاخوری گیاهخواری 
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6 موضوعات زیر مرتبط است. متغیرهای آنها را در چهار مقیاس اسمی، ترتیبی، فاصله ای و نسبتی 
دسته بندی کنید. 

الف( مدت زمان پاسخ گویی به سؤالات یک امتحان 
پاسخ: نسبتی 

ب( زمان اولین کلاس 
پاسخ: فاصله ای 

پ( رشته تحصیلی 
پاسخ: اسمی 

ت( مقیاس ارزیابی تحصیلی: ضعیف، معمولی و خوب 
پاسخ: ترتیبی 

ث( نمره آخرین آزمون )از ١00 امتیاز( 
پاسخ: فاصله ای 

ج( سن دانش آموز 
پاسخ: نسبتی 

تمرین صفحه 101
1 میانه داده های ١ ، 99 ، 6٨ ، ٢ ، ٨6 ، ١٤ ، ١0  چقدر است؟ 

پاسخ: ابتدا داده ها را از کوچک به بزرگ، مرتب کرده سپس داده وسط را به دست می آوریم. 
١، ٢، ١0 ، ١٤ ، 6٨، ٨6 ،99  

میانه این داده ها عدد ١٤ می باشد. 
2 میانه داده های ١ ، 99 ، 6٨ ، ٢ ، ٨6 ، ١٤ ، ١0 ، ١١ چقدر است؟ 

پاسخ: بعد از مرتب کردن داده ها از کوچک به بزرگ چون تعداد آنها ٨ است، بنابراین برای تعیین میانه 
بین داده شماره چهارم و پنجم قرار می گیرد. سپس میانگین این دو داده را به دست می آوریم. 

 ١، ٢، ١0 ،١٤، ١١ ،6٨، ٨6 ،99  

/+
=

11 14
12 5

2  
میانه این داده ها عدد ١٢/٥ است. 
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تمرین صفحه 109 

1 یک نمونه ٢تایی از بین اعداد ١ تا 6 انتخاب کنید. اگر بخواهید این نمونه، حتماً تصادفی باشد چه 
راهی پیشنهاد می کنید. اگر بخواهید اعضای انتخابی این نمونه تصادفی تکراری نباشند چگونه این کار را 

انجام می دهید؟ 
پاسخ: با پرتاب یک تاس سالم در دو مرحله و نوشتن اعداد نمونه به دست می آید و یا می توان اعداد ١ تا 
6 را روی شش کارت یکسان نوشته و دو کارت را بدون جایگزینی انتخاب کرد. در این حالت نمونه تصادفی 

تکراری نخواهد شد )به جای کارت می توان از شش گوی نیز استفاده کرد(. 
2 سؤال ١ را برای اعداد ١ تا ٣6 تکرار کنید )راهنمایی: می توانید از پرتاب دو تاس به عنوان روشی 

برای انتخاب اعداد ١ تا ٣6 استفاده کنید(.
پاسخ: اعداد ١ تا ٣6 را روی کارت های جداگانه نوشته و از بین آنها دوتا را بدون جایگزینی برداریم 

اعداد تکراری نخواهند بود. 
3  مجموعه افراد فامیل درجه اول و درجه دوم خود را بنویسید و آنها را شماره گذاری کنید سپس یک 

نمونه ٤تایی از این جامعه انتخاب کنید. 
پاسخ: پس از لیست کردن اسامی فامیل و شماره دادن به آنها، شماره ها را روی گوی یا کاغذ نوشته و 

بدون جایگذاری ٤ تا از آنها را انتخاب می کنیم. 
ــ موضوع های زیر را درنظر بگیرید. دربارهٔ بهترین روش جمع آوری داده برای این فرضیه ها تصمیم 

بگیرید: 
الف( بیشتر مردم فکر می کنند »حداکثر سرعت در اتوبان ها باید تعیین شود«. 

پاسخ: پرسش نامه
ب( آبی رنگ مورد علاقه بیشتر مردم برای ماشین است. 

پاسخ: مصاحبه 
پ( در زمان مطالعه، گوش دادن به موسیقی کلاسیک به یادگیری کمک می کند. 

پاسخ: پرسش نامه 
ت( بیشتر تصادفات اتومبیل ها را رانندگان با سن کمتر از ٢٥ سال موجب می شوند. 

پاسخ: دادگان 
ث( رژیم گرفتن، موجب کاهش هوش می شود. 

پاسخ: دادگان یا پرسش نامه 
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4 دو موضوع برای هریک از روش های جمع آوری داده، بیان کنید. 
الف( از طریق مصاحبه  

پاسخ:
1  برنامه تلویزیونی مورد علاقه دانش آموزان   

2 تعداد افراد خانواده ساکن در خانه های یک آپارتمان 
ب( از طریق مشاهده 

پاسخ:
1 چه تعداد افراد در یک روز از پل عابر پیاده در یک خیابان استفاده می کنند. 

2  چه تعداد از کودکان وارد شده به یک پارک در یک روز از وسایل بازی استفاده می کنند. 
پ( از طریق دادگان 

پاسخ: 
1 مقایسه پیشرفت نمرات دانش آموزان در دو ترم سال 

2 میزان بارندگی در مازندران در ماه های فصل بهار 
ث( از طریق پرسش نامه

پاسخ:
1 دانش آموزان اوقات فراغت را چگونه می گذرانند؟ 

2 زمان برگزاری آزمون صبح بهتر است یا بعدازظهر؟ 

3 کدام یک از نمونه گیری های زیر، یک نمونه گیری تصادفی است؟ در هریک واحدهای آماری، جامعه 
و نمونه را مشخص کنید. 

به تخلفات  با تمام پلیس های یک پاسگاه پلیس برای پیدا کردن نظر پلیس های این پاسگاه راجع  الف( 
مصاحبه شد. 

نمونه گیری  آنها مصاحبه شده  تمام  با  کار چون  این  و  می باشد  پاسگاه  این  پلیس های  پاسخ: جامعه: 
تصادفی نیست و سرشماری است. 

ب( با بچه هایی که وارد یک پارک بازی می شدند پنج در میان مصاحبه شد تا وسیله بازی موردعلاقه 
کودکان را مورد بررسی قرار دهیم. 

مصاحبه  که  میانی  در  پنج  کودکان  نمونه:  می شوند.  بازی  پارک  وارد  که  کودکانی  جامعه:  پاسخ: 
می شوند. این یک نمونه گیری تصادفی است. 
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پ( برای بررسی pH شامپوهای تولیدی یک کارخانه، شامپوها را صد درمیان مورد آزمایش قرار دادیم. 
یک  که  شده  آزمایش  درمیان  صد  شامپوهای  نمونه:  و  کارخانه  تولیدی  شامپوهای  جامعه:  پاسخ: 

نمونه گیری تصادفی است. 
4 برای تحقیقات و بررسی های زیر جامعه را مشخص کرده و روش نمونه گیری پیشنهاد کنید. 

الف( پیدا کردن درصد بیکاران استان مازندران 
پاسخ: جامعه کسانی که مستعد و آماده کار کردن هستند در استان مازندران. برای نمونه تصادفی، از 

چندین ناحیه استان مازندران به تصادف افرادی را انتخاب می کنیم. 
ب( مردان کدام شامپو را بیشتر ترجیح می دهند؟ 

پاسخ: جامعه: مردانی که شامپو مصرف می کنند انتخاب به صورت تصادفی از این افراد )با دادن شماره 
و انتخاب تعدادی از آن شماره ها( 

5  می خواهیم مدت زمانی را که دانش آموزان کلاس شما در طول یک هفته صرف مطالعه کتاب های 
غیردرسی می کنند آمارگیری کنیم. 

الف( در این آمارگیری جامعه را مشخص کنید. 
پاسخ: دانش آموزان کلاس جامعه هستند. 

ب( یک روش نمونه گیری برای انتخاب نمونه معرفی کنید. 
پاسخ: با توجه به لیست شماره گذاری شده دانش آموزان در دفتر کلاس اعداد را به تصادف انتخاب 

می کنیم. 
پ( از چه روشی برای گردآوری اطلاعات استفاده می کنید؟ 

پاسخ: پرسش نامه 
ت( اندازه )تعداد( این جامعه چقدر است؟ 

پاسخ: تعداد دانش آموزان کلاس 
ث( اندازه نمونه مورد بررسی چقدر است؟ آیا این تعداد برای بررسی موردنظر مناسب است؟ در صورت 

مناسب نبودن، روش نمونه گیری و نمونه خود را اصلاح کنید. 
پاسخ: اندازه نمونه همان تعداد دانش آموزان انتخاب شده است و اگر تعداد مناسب نباشد نمونه و اندازه 

آن را مجدداً انتخاب می کنیم. 
ج( متغیر موردمطالعه در این مسئله چیست؟ توضیح دهید. 

پاسخ: متغیر موردمطالعه: مدت زمانی که صرف مطالعه کتاب های غیردرسی توسط دانش آموزان کلاس 
می شود، می باشد. 
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چ( متغیر مورد مطالعه از چه نوعی است؟ 
پاسخ: کمّی فاصله ای 

6 نوع هریک از متغیرهای زیر را مشخص کرده و بهترین مقیاس اندازه گیری آنها را ذکر کنید. 
الف( رنگ اتومبیل های موجود در یک نمایشگاه اتومبیل 

پاسخ: کیفی اسمی 
ب( درجه حرارت کلاس درس شما در روزهای سال 

پاسخ: کمّی فاصله ای )برحسب سلسیوس( 
پ( گنجایش آب یک تانکر 

پاسخ: کمّی فاصله ای 
ت( تعداد شکایات رسیده به یک پاسگاه پلیس 

پاسخ: کمّی فاصله ای 
ث( درآمد دانشجویان شاغل کار 

پاسخ: کمّی نسبتی 
ج( وضعیت تأهل کارمندان یک شرکت 

پاسخ: کیفی اسمی 
چ( سن دانشجویان شرکت کننده در یک دوره هنری 

پاسخ: کمّی نسبتی 
7 میزان پرداخت حقوق در یک شرکت خصوصی در جدول زیر آمده است. 

مستخدممنشی2نفر فروشندهبازاریاب حسابدار معاون مدیر شرکتنسبت 

١0060٣0٢0٢0١٢٨حقوق میلیون ریال 

مدیر شرکت در آگهی دعوت به همکاری در روزنامه اعلام می دارد که میانگین پرداخت حقوق در این 
شرکت بیشتر از ٣٥ میلیون ریال است. آیا این رقم می تواند دلیلی برای پرداخت حقوق بالا در این شرکت 
این شرکت  کارکنان  پرداختی  دادن وضع  نشان  برای  مرکزی  گرایش  معیارهای  از  یک  کدام  چرا؟  باشد؟ 

مناسب تر است؟ 
پاسخ: خیر زیرا در این جدول داده دورافتاده )١00 و ٨( وجود دارد. میانه معیار گرایش به مرکز برای 

نشان دادن وضع پرداختی کارکنان این شرکت مناسب تر است. 
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8 نمرات درس فیزیک دانش آموزی در طول سال برابر است با: 

١9١٨7١٨١9١7

الف( میانه و میانگین را برای نمرات این دانش آموز حساب کنید. 
ب( کدام یک از شاخص های فوق، بیانگر بهتری از وضع این دانش آموز در درس فیزیک است؟ 

پ( اگر معلم درس فیزیک این دانش آموز، برای جبران نمره 7، امکان امتحان مجدد را به او بدهد، برای 
اینکه میانگین وی در این درس بیشتر از ١٨ شود، او در این امتحان چه نمره ای باید کسب کند؟ 

پاسخ: الف( برای تعیین میانه داده ها را مرتب کرده )از کوچک به بزرگ( و چون تعداد آنها شش تاست 
پس میانگین داده سوم و چهارم میانه می باشد. 

7 ، ١7  ، ١ ، ١٨ ، ١٨9 ، ١9
میانه این داده ها ١٨ است. 

x /+ + + + +
= = =

7 17 18 18 19 19 98
16 33

6 6  
ب( به دلیل وجود داده دورافتاده )7( میانه بیانگر بهتری از وضع دانش آموز است. 

پ( برای اینکه میانگین بیشتر از ١٨ شود باید به جای 7 عددی را پیدا کنیم که این امر حاصل شود. به جای 
آن x قرار می دهیم؛ بنابراین باید نامعادلهٔ زیر را حل کنیم. 

x x+ + + + +
> ⇒ + > ×

17 18 18 19 19
18 91 6 18

6  
x x⇒ > − ⇒ >108 91 17  

پس دانش آموز باید در آزمون مجدد نمره بالاتر از ١7 کسب کند. 
9 دو دسته دادهٔ زیر، قیمت کالایی را در دو بازار جداگانه برحسب هزار ریال نشان می دهد. 

١0١١١09١٢١١١0١٢9١٣٨بازار الف

١09١١١0١0١١9١0٨١٣١0بازار ب

الف( در کدام دسته پراکندگی بیشتر است؟ 
ب( دامنه تغییرات را محاسبه کنید. 

پ( آیا دامنه تغییرات با پراکندگی مشاهده شده در »الف« همخوانی دارد؟ 
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ت( ترجیح می دهید از کدام بازار خرید کنید؟ چرا؟ 
ث( اگر داده ها را در اختیار نداشته باشید، فقط به صرف داشتن دامنه تغییرات می توانید تصمیم گیری 

کنید؟ 
پاسخ: الف( داده ها را روی دو محور اعداد مشخص می کنیم. 

پراکندگی داده ها به نظر یکسان می آید هرچند )بازار ب( متمرکزتر کار کرده است. 
ب( دامنه تغییرات اختلاف بین بزرگ ترین داده و کوچک ترین داده می باشد بنابراین در هر دو بازار ٥ = ٨ - ١٣ 

دامنه تغییرات عدد ٥ است. 
پ( بله در این حالت دامنهٔ تغییرات پراکندگی را یکسان نشان می دهد. 

ت( با تعیین دامنه میان چارکی دو بازار می توان به این سؤال بهتر پاسخ داد. 
با مرتب کردن داده های دو بازار و تعیین چارک ها و دامنه میان چارکی داریم: 

١٣ ، ١٢ ، ١٢ ، ١١ ، ١١ ، ١0 ، ١0 ، ١0 ، 9 ، 9 ، ٨ )بازار الف  

    Qمیانه                ١=Q                     Q٣                                                                        
IQR = ١٢-9 = ٣  
١٣ ، ١١ ، ١١ ، ١0 ، ١0 ، ١0 ، ١0 ، ١0 ، 9 ، 9 ، ٨ )بازار ب   

Qمیانه                ١ Q                    Q٣                                                                      
IQR = ١١-9 = ٢  

ترجیح  را  بازار  این  از  خرید  بنابراین  دارد؛  کمتری  پراکندگی  ب(  )بازار  چارکی  دامنه  دو  به  توجه  با 
می دهیم. 

ث( خیر فقط با داشتن دامنه تغییرات نمی توان تصمیم گیری درستی انجام داد. 

8                9                10              11              12              13

8                9                10              11              12              13

)بازار الف( 

)بازار ب(



فصل 5

نمایش داده ها



١00

نگاه کلی به فصل  

در فصل ٥ دانش آموزان با نمایش داده های گردآوری شده در یک آمارگیری و کاربرد نمودارها آشنا 
می شوند. هدف این فصل کار با نمودارهاست نه رسم نمودارها.

در درس اول: نمودارهای یک متغیره )نمودار میله ای، نمودار دایره ای( با مطرح شدن فعالیت و کار در 
کلاس برای دانش آموز یادآوری می شود. 

همچنین با رسم مدل های مختلف از نمودارها و ایجاد چالش برای دانش آموزان، ایرادهای نمودارها را 
متذکر می شود. و بر این نکته تأکید می شود که »نمودارها باید به گونه ای رسم شوند که از آنها سوءِ برداشت 
نشود و بی طرفی را حفظ کنند.« در ادامه دانش آموزان با نمودار نقطه ای و نمودار جعبه ای آشنا شده و 
طریقه رسم آنها و کاربرد این دو نمودار برایشان مشخص می شود. همچنین در حاشیه ای از کتاب درباره 

نمودارهای میله ای افقی و در متن کتاب توضیحاتی داده می شود. 
در درس دوم دانش آموزان با نمودارهای چند متغیره )نمودار حبابی، نمودار راداری )عنکبوتی( ( آشنا 

می شوند و با ارائه مثال هایی، کاربرد این نمودارها آموزش داده می شود. 

نقشۀ مفهومی   

راداری
)عنکبوتی( 

نمایش داده ها

 نمودارهای چندمتغیرهنمودارهای یک متغیره

 حبابیجعبه اینقطه ایمیله ایدایره ای
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دانستنی هایی برای معلم 
نمودار، ابزاری تصویری است که برای توصیف و نمایش داده های جمع آوری شده به کار برده می شود. 

در این فصل دو دسته نمودار الف( نمودارهای یک متغیره ب( نمودارهای چندمتغیره معرفی می شود.
 

 الف( نمودارهای یک متغیره  
1  نمودار میله ای: که بیشتر برای متغیرهای کمّی با مقیاس فاصله ای و متغیرهای کیفی )با مقیاس 

اسمی و ترتیبی( به کار می رود. 
2  نمودار دایره ای: نمودارهایی که بیشتر برای متغیر کیفی که دارای حالات کمتری است استفاده 

می شود و هر قطعه از نمودار دایره ای با توجه به زاویه مرکزی که از رابطهٔ 
i if

n
α = ×

360

 
که در آن α زاویه، n تعداد داده ها و f فراوانی هر داده می باشد به دست می آید، مشخص می شود. البته در 
برخی موارد درصد فراوانی نسبی داده ها به جای زاویه در نمودار نوشته می شود. توجه داشته باشیم بزرگی 

و کوچکی شعاع دایره تأثیری در نوع داده و فراوانی آن ندارد. 
3  نمودار نقطه ای: این نمودار که به صورت نقطه روی یک محور مشخص می شود کمک می کند که 

معیار گرایش به مرکز و پراکندگی را بهتر بررسی کنیم. 
میانه  و  میان چارکی(  دامنه  متغیر،  )دامنه  دامنه ها  نمایش  برای  مناسب  نمودار جعبه ای: روشی    4

می باشد و پراکندگی داده ها از روی آن بهتر بررسی می شود. 

  ب( نمودارهای چند متغیره 
1 نمودار حبابی: که به جای نقطه از دایره هایی با مساحت متناظر با ویژگی داده ها رسم می شود. هر 
نقطه یا دایره در نمودار حبابی یک سه تایی مرتب است که به صورت )V٣, V٢, V١( مشخص می شود که 
اندازهٔ نقطه   :Vموقعیت نقطه روی محور عمودی و ٣ :Vموقعیت نقطه روی محور افقی ٢ :Vدر آن ١

)مساحت دایره( می باشد. 
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نمودار حبابی برای نمایش هم زمان سه متغیر عددی به کار می روند. 
2 نمودار راداری )عنکبوتی(: این نمودار از چندین خط )به عبارت صحیح تر، نیم خط( به شکل 
پره های چرخ یا دوچرخه تشکیل می شود که در نقطه مرکز به یکدیگر اتصال دارند و بین آنها زاویه های یکسان 
وجود دارد. تعداد خطوط در واقع تعداد متغیرهای مورد بررسی را مشخص می کند و برای مقایسه چند 
مشاهده که متغیرهای یکسانی دارد مناسب است. یعنی اگر نمودار دو یا چند مشاهده را به صورت »راداری« 

رسم کرده و روی هم بیندازیم می توانیم آنها را باهم مقایسه کنیم و پاسخ سؤال های زیر را به دست آوریم. 
ــ کدام مشاهده ها شبیه به یکدیگرند؟ 

ــ آیا داده های دورافتاده ای وجود دارد؟ 
ــ مقدار کدام متغیر برای یک مشاهده نسبت به متغیرهای دیگر بیشتر یا کمتر است؟ 

ــ مقدار کدام متغیر برای یک مشاهده نسبت به مشاهده های دیگر بیشتر یا کمتر است؟ 
ــ محیط اکسل نمودار »راداری« قابل رسم و اطلاعات را کامل مشخص می کند. 
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نمودارهای یک متغیرهدرس اول

          اهداف درس اول
 در فرایند آموزشی این درس، انتظار می رود که دانش آموزان به اهداف زیر برسند: 

1 نمودار میله ای و کاربرد آن را درک کنند. 

2 مدل های مختلف نمودار میله ای را بشناسند و ایرادهای آنها را درک کنند. 

3 درک دقیق از نمودار دایره ای و کاربرد آن داشته باشند. 

4 تفاوت رسم نمودار دایره ای در حالت دوبعدی و سه بعدی را درک کنند. 

5 نمودار میله ای را درک کرده و مصداقی برای آن بیاورند. 

6 با نمودار جعبه ای آشنا شوند و طریقهٔ رسم آن را درک کنند. 

7 کاربرد نمودار جعبه ای و تفسیر آن را بیان کنند. 

8 درک دقیقی از نمودار میله ای افقی داشته باشند. 

                        روش تدریس درس اول

 در فعالیت صفحه ١١٢ با بیان یک مثال و به چالش کشیدن دانش آموزان، رسم نمودار میله ای و دایره ای 
که دانش آموزان قبلاً خوانده اند را به خاطر می آورند و کاربرد این دو نمودار را یادآوری می کند. 

کار در کلاس صفحه ١١٣ با این هدف که مطالب فصل قبل یادآوری شده و رسم نمودار نیز انجام شود، 
آورده شده است. 

به  با سؤالات هدفمند  در فعالیت صفحه ١١٤ دو نمودار دایره ای رسم شده است و  نمایش داده ها: 
اینکه کدام واقعی تر  آنها چه اطلاعاتی در اختیارمان قرار می دهند و  از  آنها می پردازد که هرکدام  بررسی 

هستند و سوءِ برداشت از آنها نمی شود. 
کار در کلاس صفحه ١١٥ با بازی با نمودارها، سوءِ استفاده از نمودارها را برای گمراه کردن افراد به 
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نمایش می گذارد و این نمودارها که اطلاعات نادرست و نتیجه گیری غلط را باعث می شوند، معرفی می کند 
و درک دانش آموزان از به کارگیری نمودارها با این کار دقیق تر می شود. تمرین صفحه ١١6، جهت تقویت 

یادگیری کاربرد نمودارها آورده شده است. 
اهداف فعالیت صفحه ١١7، آموزش رسم نمودارهای نقطه ای و نمودار جعبه ای و کاربرد این دو نمودار 

و تفسیر آنها می باشد. 
کار در کلاس صفحه ١٢0 جهت تثبیت یادگیری رسم نمودار جعبه ای آورده شده است که گام به گام به 

دانش آموزان کمک می کند. 
تمرین صفحه ١٢١ تکمیل کننده و دورهٔ یادگیری مفاهیم ارائه شده در این درس می باشد. 
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نمودارهای چند متغیرهدرس دوم

          اهداف درس دوم
 در فرایند آموزشی این درس، انتظار می رود که دانش آموزان به اهداف زیر برسند: 

1 درک عمیق از دلیل استفاده از نمودار چندمتغیره را داشته باشند. 

2 با نمودار حبابی آشنا شده و طریقهٔ رسم آن را درک کنند. 

3 نمودار راداری را درک کنند. 

4 طریقه رسم نمودار راداری را تشخیص داده و مصداقی برای آن بیاورند. 

5 کاربرد رسم نمودار راداری و نمودار حبابی را تشخیص دهند. 

                          روش تدریس درس دوم

در ابتدای درس دوم با یک مثال، سؤالی مطرح می شود که نیاز رسم نمودار چندمتغیره در دانش آموزان 
ایجاد می شود و یک نمودار را رسم می کنند. 

در قسمت پراکنش نگاشت جمعیت در مقابل مساحت کشورها، نمودار حبابی را معرفی و چگونگی رسم 
آن را مطرح می کنند، که برای نمایش هم زمان سه متغیر عددی به کار می روند.

کار در کلاس صفحه ١٢٤ تکمیل کننده درک و رسم نمودارحبابی است و تمرین صفحه ١٢٤ درک 
کاربرد نمودار حبابی را تقویت و کامل می کند. 

فعالیت صفحه ١٢٥، با معرفی نمودار راداری و رسم آن در حالت های مختلف، دلیل استفاده از این 
نمودار را مطرح می کند و در ادامه، یک مثال در مورد نامزدهای نهایی دریافت جایزه توپ طلایی، انواع 
نمودار راداری رسم شده و با تفسیر آنها، درک بهتری از این نمودار ایجاد می شود. هدف کار در کلاس 
صفحه ١٢٨، تثبیت چگونگی رسم نمودار راداری و کاربرد آن می باشد. تمرین صفحه ١٢٨ دوره مفاهیم 

ارائه شده در این درس و تکمیل کننده درک مفاهیم است. 
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                        حل تمرین ها

تمرین صفحه 116  
1 سود خالص یک شرکت خدماتی در شش ماه نخست سال برحسب میلیارد ریال به صورت زیر است: 

شهریورمرداد تیر خرداداردیبهشتفروردین 

٢/0٢/١٢/٢٢/١٢/٣٢/٤

خریدار و فروشندهٔ سهام این شرکت نمودارهای زیر را رسم کرده اند. اعداد روی محورها را مشخص کنید. 
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به نظر شما کدام یک منطقی تر است؟ آیا می توانید نموداری بهتر از این دو نمودار رسم کنید؟ 
حل: اگر سودی که به دست می آید زیاد نباشد نمودار از دید خریدار و در غیراین صورت نمودار از دید 

فروشنده منطقی تر است. 
برای رسم نمودار بهتر می توان واحد محورها را بزرگ تر درنظر گرفت. 

2 اگر درصد یا فراوانی متغیرهایی که نمودارهای آنها را رسم می کنیم نزدیک به هم باشند، آیا نمودار 
میله ای یا دایره ای برای مقایسه مناسب تر است؟ 

حل: در این صورت هردو مناسب است اما نمودار دایره ای بهتر است. 
3 رسم نمودارهای میله ای و دایره ای برای داده های کمّی مناسب تر هستند یا داده های کیفی؟ 

پاسخ: داده های کیفی 

از دید خریداراز دید فروشنده
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تنها  کمّی  پاسخ: در حالت  دایره ای رسم می کنید؟  یا  میله ای  نمودار  کمّی  داده های  برای  4 چگونه 
تفاوتی که با حالت کیفی دارد این است که در نمودار میله ای روی محور افقی داده کمّی قرار می گیرد و در 

نمودار دایره ای، درصد داده های کمّی قرار می گیرد.

 تمرین صفحه 121  
1 نمودارهای میله ای فراوانی یا درصدها را نشان می دهند. چه زمانی باید از فراوانی ها و چه زمانی از 

درصدها استفاده کرد؟ 
پاسخ: درصورت مقایسه دو دسته داده از نمودار میله ای با درصد استفاده کنیم بهتر است و اگر بررسی 

یک دسته داده باشد از نمودار میله ای یا فراوانی استفاده می شود. 
2 نمودارهای میله ای افقی درست شبیه نمودارهای میله ای عمودی هستند، با این تفاوت که محورها 
افقی چه  میله ای  نمودارهای  به نظر شما رسم  میله ای عمودی مرسوم تر هستند.  نمودارهای  چرخیده اند. 

زمانی مفید است؟ 
پاسخ: زمانی که اسم طبقات )متغیر کیفی( طولانی باشند نمودار میله ای افقی مفیدتر است و برای نمایش 

اسامی هر طبقه نیاز نیست به پهلو نوشته شود. به عنوان نمونه مثال اول درس را در اینجا رسم می کنیم. 

7          10     12    14                                            25                          32 

  نمودار میله ای افقی

درصد

 داده ها
جراحت

موارد دیگر

 تنگی نفس

سوختگی

مسمومیت

افتادن یا زمین خوردن   



108

3 سن بازیکنان تیم ملی یک کشور به شرح زیر است: 

25262131332525292327262522231831192926262427

الف( نمودار نقطه ای رسم کنید و مقادیر میانگین، مد و میانه سن بازیکنان این تیم را روی محور افقی 
نشان دهید. 

ب( نمودار جعبه ای داده ها را رسم کنید. 
پ( تعداد بازیکنانی که سن آنها بیشتر از میانگین است، بیشتر است یا تعداد بازیکنانی که سن آنها از 

میانگین کمتر است؟ 
ت( تعداد بازیکنانی که سن آنها بالاتر از میانه است بیشتر است یا تعداد بازیکنانی که سن آنها از میانه کمتر 

است؟ میانه و میانگین را در این بررسی مقایسه کنید، چه نتیجه ای می گیرید؟ 
ث( چه تعداد از بازیکنان سن آنها بین چارک اول و چارک سوم قرار دارد؟ آیا بدون محاسبهٔ چارک ها 

می توانستید به این سؤال پاسخ دهید؟ 
پاسخ: الف( ابتدا داده ها را مرتب می کنیم. 

18 ، 19 ، 21 ، 22 ، 23 ، 23 ، 24 ، 25 ،25 ، 25 ، 25 ،26 ، 26 ، 26 ، 26 ، 27 ، 27 ، 29 ، 29 ، 31 ، 31 ، 33

Qمیانه /+= =25 26
25 5

2

با توجه به داده ها، مُد دو عدد 25 و 26 با تکرار چهار بار می باشند و  

.....x /+ + += = =18 19 33 561
25 5

23 2

 

ب( Q1 = 23 = چارک اول     و    31 = بزرگ ترین داده 18 = کوچک ترین داده 
IQR = 27 - 23 = 4 = دامنه میان چارکی    Q3 = 27 چارک سوم     و     Q = 25/5 میانه 

نمودار جعبه ای

18      19      20      21       22      23      24      25      26       27      28      29       30      31      32      33
25/5

18      19      20      21       22      23      24      25       26      27      28      29       30       31     32      33

IQR

مُد مُد
میانگین و میانه
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 پ( تعداد بازیکنانی که سن آنها بیشتر از میانگین  و تعداد بازیکنانی که سن آنها کمتر از میانگین است 

برابر است و ١١ نفر در هر قسمت می باشند. 
ت( تعداد بازیکنانی که سن آنها بیشتر از میانه و تعداد بازیکنانی که سن آنها کمتر از میانه می باشد برابر 

است. در این مثال میانه و میانگین باهم برابر هستند. 
ث( ١0 نفر از بازیکنان سن آنها بین چارک اول و سوم قرار می گیرد. 

با توجه به اینکه بین چارک اول و سوم هر دسته داده همیشه ٥0 درصد داده ها قرار می گیرد؛ بدون داشتن 
چارک ها می توانیم تعداد را مطرح کنیم. 

,× = − =
50

22 11 11 1 10
100  

 تمرین صفحه 124  
1  مقدار متغیر سوم در نمودار حبابی، متناسب با کدام یک از موارد زیر است؟ 

ت( مساحت دایره  پ( محیط دایره   ب( قطر دایره   الف( شعاع دایره  
پاسخ: مساحت دایره )قسمت یا گزینه ت( 

2  نمودارهای حبابی برای نمایش چند متغیر عددی در یک نمودار به کار می روند؟ 
ت( محدودیتی ندارد  پ( سه متغیر   ب( دو متغیر   الف( یک متغیر  

پاسخ: گزینه ت یعنی محدودیتی ندارد 

 تمرین صفحه 128  
1  نمودار راداری برای نمایش داده های چند متغیر کمّی به طور هم زمان به کار می رود؟ 

پاسخ: درست است. 
2  زاویه بین شعاع های مجاور در نمودار راداری، چه چیزی را نشان می دهد؟ 

تعداد  آن،  روی  از  می توان  باشد  یکسان  راداری  نمودار  در  مجاور  شعاع های  بین  زاویه  اگر  پاسخ: 
متغیرها را تعیین کرد و اطلاعات دیگری نمی دهد. 
3  نمودار راداری چه چیزی به ما می گوید؟ 

آیا دادهٔ دورافتاده ای  ــ  به یکدیگرند؟  ــ کدام مشاهده ها شبیه  ما می گوید:  به  نمودار راداری  پاسخ: 
وجود دارد؟ ــ مقدار کدام متغیر برای یک مشاهده نسبت به متغیرهای دیگر بیشتر یا کمتر است؟ 

ــ مقدار کدام متغیر برای یک مشاهده نسبت به مشاهده های دیگر بیشتر یا کمتر است؟ 
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4  کاربرد نمودار راداری در ورزش چیست؟ 
پاسخ: از این نمودار در ورزش برای نشان دادن میزان قدرت وضعیت بازیکنان نسبت به یکدیگر استفاده 

می شود. 
5 اگر زاویهٔ بین دو شعاع مجاور در نمودار راداری ٤0 درجه باشد، چند متغیر در نمودار حضور دارد؟ 
پاسخ: چون زاویه بین دو شعاع مجاور در نمودار راداری ٤0 درجه است و اگر بین تمام شعاع این زاویه 

رعایت شده باشد یکسان باشند در این صورت تعداد متغیرها، 9تاست زیرا: 9 = ٤0 ÷ ٣60 
6 داده های زیر را که مربوط به شاخص های سلامت است، در قالب یک نمودار راداری نمایش دهید. 

بیشینه ترکیه پاکستان ایران متغیر 

x7٥/٥66/٤7٥/٨٨٤عمر مورد انتظار در بدو تولد )سال( ١

x٢٣/0١٤/0٤١/١٢٤٥نسبت متخصصان سلامت )به ازای هر ١0 هزار نفر جمعیت(٢

x96٥٢97١00نسبت ولادت ها به وسیلهٔ متخصصان سلامت )درصد( ٣

x906٤9٥١00نسبت جمعیت دارای دسترسی به شبکه فاضلاب٤

x٨٥٤٣7٨١00شاخص آمادگی اجرای مقررات بین المللی سلامت٥

= است را رسم کرده و هر 
360

72
5

 ابتدا پنج نیم خط که زاویهٔ بین آنها  پاسخ: برای رسم نمودار، 
نیم خط معرف x١  , x٢  , ... x٥ می باشد. با انتخاب یک کشور روی این نیم خط، تقسیم بندی با توجه به 
مقیاس را انجام داده مثلاً روی هر نیم خط فاصله های ٢0 و ٤0و 60 و ٨0 و ١00 را انتخاب کرده )دایره ای 
به شعاع های داده شده( و اعداد داده شده را روی آن مشخص می کنیم. برای نمونه، نمودار ایران را رسم 
می کنیم و نقاط را به هم وصل می کنیم )در صورتی که دایره ها باعث اشتباه کشیدن شکل می شود می توان 

آنها را رسم نکرد(.
به کمک اکسل، نمودار قابل تشخیص بهتری قابل رسم است. 
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جهت دانلود رایگان منابع استخدامى دبیر ریاضى آزمون آموزش و پرورش، اینجا کلیک نمایید.

https://iranarze.ir/ES542
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