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ساختار کتاب درسی حسابان )1( بر اساس سه محور اساسی فعالیت، کار در کلاس و تمرین طراحی 
شده است. فعالیت ها و موقعیت هایی برای یادگیری و ارائه مفاهیم ریاضی فراهم می کنند و مستلزم 
کلی  هدایت  و  راهنمایی  برای  مهم  نقش  میان  این  در  معلم  هستند.  دانش آموزان  جدی  مشارکت 
فعالیت ها برعهده دارد. با توجه به اینکه کتاب برای دانش آموزان سطح متوسط طراحی شده است، با 
در نظر گرفتن شرایط مختلف، امکان غنی سازی فعالیت ها و یا ساده سازی آنها توسط معلم وجود دارد. 
راهنمای حاضر بر اساس آن تنظیم شده است که کتاب درسی محور اصلی در فرایند آموزش باشد. در 
همین راستا توجه به انجام فعالیت ها در کلاس درس و ایجاد فضای بحث و گفت وگو و دادن مجال به 

دانش آموز برای کشف مفاهیم به طور جدی توصیه می شود.
با آن در کتاب راهنما آمده است. اهداف  برای تصویر عنوانی هر فصل اطلاعاتی مناسب و مرتبط 
هر فصل و اهداف هر درس در کتاب حاضر توضیح داده شده است. همچنین در روش تدریس ارائه 
شده برای هر درس، نحوه اجرای هر فعالیت و چالش های پیش رو، پیشنهادهایی برای غنی سازی هر 
ارائه  فعالیت، بدفهمی های احتمالی دانش آموزان در آن فعالیت و نیز توصیه هایی برای ارزشیابی نیز 
شده است. علاوه بر این در مورد پاسخ بیشتر فعالیت ها و تمرینات، راهنمایی به عمل آمده است. در کنار 
این بحث هایی نیز به عنوان دانستنی هایی برای معلم و همچنین نمونه سؤال هایی برای ارزشیابی ارائه 

شده است.
نباید  همچنین  یابد.  اختصاص  درسی  کتاب  اهداف  از  خارج  مباحثی  به  نباید  درس  کلاس  زمان 
آزمون های مختلف خارج از مدرسه مبنای آموزش مفاهیم در کلاس درس باشند، بلکه این کتاب درسی 
است که سطح و سبک آزمون ها را مشخص می کند. در بسیاری از موارد درباره یک مفهوم، حدود و 
ثغوری در کتاب مشخص شده است. رعایت این حد و مرزها، در ارزشیابی ها و آزمون های رسمی الزامی 
است. روند کتاب نشان می دهد که حتی ارزشیابی باید در خدمت آموزش باشد. ارزشیابی باید بر اساس 

اهداف کتاب باشد و نه موضوعاتی که سال ها به صورت سنتی ارائه شده اند.
ارتباط بین ریاضیات مدرسه ای و محیط پیرامون و کاربردهای آن در زندگی واقعی، که به وضوح 
در اسناد بالادستی مورد تأکید قرار گرفته است، به صورت تدریجی خود را در کتاب های درسی نشان 
می دهد. تلاش برای برقراری این ارتباط در تصاویر کتاب نیز قابل مشاهده است که این موضوع باید 

مد نظر معلمان و دانش آموزان عزیز قرار گیرد.
اگر مهم ترین هدف آموزش ریاضی را پرورش تفکر ریاضی بدانیم، دیگر استفاده افراطی از فرمول ها، 
آموزش  در  جایگاهی  آنها،  عملکرد  چرایی  و  چگونگی  از  آگاهی  بدون  دستورها  و  قواعد  الگوریتم ها، 
ریاضی مدرسه ای نخواهد داشت. فرصت حضور دانش آموز در کلاس درسی را نباید به سادگی از دست 
داد. فرایند هایی مانند استدلال، تعمیم، حل مسئله، طرح مسئله و موضوعاتی نظیر مسائل باز پاسخ، 

بازنمایی های چندگانه و گفتمان ریاضی نقش مهمی در پرورش تفکر ریاضی دانش آموزان دارد.
مؤلفان

مقدمه
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اهداف کلی فصل 1  

1 آشنایی با مجموع جملات دنباله های حسابی و هندسی

2 تعمیق کار با معادلات درجه دوم و آشنایی با روابط بین ضرایب و ریشه ها

٣ آشنایی با صفرهای تابع و حل معادلات دو مجذوری

٤ استفاده از معادله درجه دوم در مدل سازی برخی از پدیده های طبیعی

٥ آشنایی با معادلات شامل عبارت های گویا و گنگ و استفاده از آنها در حل مسائل

٦ آشنایی بیشتر با قدر مطلق و ویژگی های آن

٧ رسم نمودار توابع قدر مطلقی و حل معادلات قدر مطلقی

٨ آشنایی با روش هندسی در حل برخی از معادلات

٩ آشنایی بیشتر با هندسه مختصاتی و استفاده از آن در حل مسائل

10 فرمول بندی کردن مسائل واقعی با زبان ریاضی )مدل سازی(

عملکرد مورد انتظار از دانش آموزان  

دانش آموزان باید بتوانند:
1 مجموع جملات دنباله های حسابی و هندسی را به دست آورند و در حل مسائل از آنها استفاده کنند.

2 روابط بین ضرایب و ریشه ها در معادله درجه دوم را بشناسند و با استفاده از آنها معادلات درجه دوم 

را حل کنند و ارتباط بین آنها و نمودار هندسی درجه دوم را درک کنند.

 جبر و معادله
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به روش  بنویسند و معادلات شامل عبارت های گویا و گنگ را  به زبان معادلات  3 مسائل واقعی را 

جبری حل کنند و جواب های به دست آمده را تفسیر کنند.
4 ویژگی های قدر مطلق را بشناسند و در حل مسائل از آنها استفاده کنند.

5 توابع قدر مطلقی را رسم کنند.

6 معادلات قدر مطلقی ساده را حل کنند.

٧ از طریق نمودار؛ تعداد و مقدار تقریبی جواب های معادلاتی که با رسم تابع آن آشنایی دارند را پیدا کنند.

8 در مواجههٔ با مسائل جدید از تجربیات خود استفاده کنند و استراتژی هایی مانند رسم شکل، حل 

مسائل در حالات خاص و تعمیم آن را به کار ببرند و مسائل را به روش های مختلف مورد بررسی قرار دهند.

پیش نیازها  

1 آشنایی با محاسبات جبری

2  آشنایی با دنباله های حسابی و هندسی

3  آشنایی با قدر مطلق و مفهوم آن

4 آشنایی با معادله درجه اول و دوم و روش های حل آنها.
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نقشه مفهومی فصل 1   

دنباله های حسابی و هندسی

مجموع جملات دنباله هندسیمجموع جملات دنباله حسابی

معادله درجه دوممعادلات

روابط بین ضرایب و 
ریشه ها

کاربرد معادله درجه دوم
معادلات شامل عبارات 

گویا
معادلات شامل عبارات 

گنگ

معادلات دو مجذوری
هندسیحل معادلات به روش صفحه های تابع

معادلات قدر مطلقی

ویژگی های قدر مطلق

شرط عمود بودن دو خطهندسه مختصاتی

نقطه وسط پاره خط فاصله دو نقطه

فاصله نقطه از خط 

قدر مطلق
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زمان بندی پیشنهادی  

پیشنهاد می شود این فصل در 6 هفته آموزشی تدریس و تمرین شود.

نگاه کلی به فصل  

هدف اصلی این فصل ایجاد مهارت های محاسباتی لازم در محاسبات جبری و حل معادلات است. با 
این حال روش های آموزشی انتخاب شده در این فصل به گونه ای نیست که دانش آموزان صرفاً محاسبات 
صوری انجام دهند و جواب هایی برای معادلات به دست آورند بلکه درک روش ها و ارتباط آنها با دنیای 

واقعی از اهداف مهم این فصل و سایر فصول است.
روش آموزشی این فصل بر مبنای فعالیت و طرح مسائل مناسب و راهنمایی قدم به قدم دانش آموز برای 
حل مسائل است. با این روش دانش آموزان علاوه بر آنکه مجبور خواهند بود خودشان عملیات جبری را 
انجام دهند، معنای آن را درک می کنند. بنابراین قوام و دوام مفاهیم بیشتر خواهد بود. لذا در برخی از 
موارد خواسته شده است مسائل را به روش های مختلف حل کنند تا با بازنمایی های مختلف از مطلب مورد 

نظر روبه رو شوند.
هر چند مباحث این فصل به نظر می رسد که ساختمانی جدا از هم دارند امّا در بستر تعریف جبر همگی 
قرار خواهند گرفت. این مطالب در راستای نیازهای علمی دانش آموزان در این پایه می باشند و طرح آنها 

الزامی بوده است.
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اهداف درس    

1 مجموع جملات دنباله حسابی متناهی

2 مجموع جملات دنباله هندسی متناهی

روش تدریس 

با تمرکز روی  آنها  یادآوری  با دنباله حسابی و هندسی آشنا شده اند. ضمن  دانش آموزان در سال قبل 
محاسبه مجموع اعداد طبیعی 1 تا n به ایده مناسبی برای مجموع جملات دنباله حسابی می رسیم. در فعالیت 
برای  به یک فرمول  و  تعدادی دکمه را محاسبه می کنیم  با چینش های مختلف مجموع  این درس  ابتدایی 
محاسبه این مجموع می رسیم سپس وارد دنباله حسابی به صورت کلی تر می شویم و در فعالیت صفحه 3 به 

فرمول مربوط به مجموع جملات دنباله حسابی می پردازیم.
کار در کلاس صفحه 4 دو هدف عمده دارد. نخست در قسمت اول به بازنمایی دیگری از فرمول مجموع 
جملات دنباله حسابی می پردازیم و در قسمت دوم به یک کاربرد از فرمول پرداخته می شود. مثال حل نشده 
در صفحه 4 می تواند نحوهٔ مدل سازی و حل یک نمونه از مسائل مربوط به این قسمت را مورد بررسی قرار 

دهد.

1
درس

 مجموع جملات دنباله های حسابی و هندسی
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فعالیت صفحه 4 برای محاسبه مجموع جملات دنباله هندسی است. البته در بند )1( حالت خاص آن را 
که قدر نسبت دنباله برابر یک است، استثنا کرده ایم و در ادامه روند فعالیت دانش آموزان به دلیل این استثنا 

پی  خواهند برد )در فرمول؛ مخرج کسر نمی تواند صفر باشد(.
سپس با مشابهتی که با بخش قبل دارد دانش آموزان فرمول مورد نظر را استخراج می کنند. در کار در 

کلاس صفحه 5 یک مسئله ساده محاسباتی برای تثبیت فرمول آمده است.
در ادامه یک مسئله کاربردی آورده شده و هدف ضمنی آن نحوه مدل سازی کردن و حل نامعادله ساده و 

جزئیات محاسباتی است که به دانش آموزان گوشزد می شود.
دیگر روش  و  می کند  تغییر  آن  نامعادله جهت  طرفین  در  کسرها  کردن  معکوس  هنگام  اینکه  نکته  یک 

آزمایش و خطا برای حل نامعادله است.
در کار در کلاس صفحه 6 با تمرکز روی داستان مخترع شطرنج که در خواندنی صفحه 5 آمده است با 

یک تکنیک محاسباتی دیگر در تخمین جواب یک مسئله آشنا خواهند شد.
تمرینات این درس چند نمونه از مسائل متنوع است که دانش آموزان در منزل به حل آنها پرداخته و در 

جلسه حل تمرین، نکات ضروری در حل مسائل گوشزد خواهند شد.

توصیه آموزشی  

همکاران محترم توجه دارند که بحث دنباله های حسابی و هندسی )و در قبل تر تصاعد حسابی و هندسی( 
از مباحث قدیمی است که از آنها سؤالات متنوع و بسیار سختی می توان طرح کرد.

هدف آموزشی کتاب درسی در حد شناخت مجموع و محاسبات معمولی و تمرکز بر مدل سازی و شهود 
است و توصیه می شود دانش آموزان را درگیر محاسبات پیچیده نکنیم و از طرح مسائل دشوار در کلاس 

خودداری شود.
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اهداف درس 

1  آشنایی با روابط بین ضرایب و ریشه های معادله درجه دوم

٢  آشنایی با صفر تابع و تعیین صفرهای توابع درجه دوم

٣  آشنایی با نمودار تابع درجه دوم و تعبیر هندسی آن

٤  حل معادلات دو مجذوری

٥  آشنایی با روش هندسی )نموداری( حل معادلات

روش تدریس 

با یادآوری معادله درجه اول و درجه دوم و روش حل آنها؛ کار در کلاس صفحه 7 با هدف یادآوری حل 
معادله درجه دوم به مطلب ورود پیدا می کنیم.

در فعالیت صفحه 8 ابتدا با استفاده از حل معادله درجه دوم روابط بین ریشه ها و جواب ها را حدس 
می زنند. البته از این چهار معادله اطلاعات یکی به صورت کامل آمده است و یکی از معادلات در کار در 
کلاس قبل حل شده است. معادله سوم را نیز از طریق مربع کامل به جواب مضاعف 1 می رسند که در جدول 
این عدد یک دو بار تکرار می شود. یعنی ریشه مکرر دارد تنها معادله ردیف چهارم نیاز به حل دارد. پس 
از یافتن ارتباط بین ستون های جدول در بند )3( حدسی که زده شده است به صورت کلی اثبات می شود و به 
یک جمع بندی نهایی در این رابطه خواهیم رسید که در کادر مشخص شده است. مثالی که بعد آن زده شده 
است تکرار بند )2( کار در کلاس صفحه قبل است که با استفاده از روابط بین ضرایب و ریشه ها حل شده 

2
درس

معادلات درجه دوم
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است که می تواند با تطابق جواب ها از کار در کلاس قبل و جواب های این مثال باشد و به تسلط بیشتر در 
حل مسئله منجر شود.

در فعالیت صفحه 9 به دنبال رابطه ای بین حاصل جمع و حاصل ضرب دو عدد و ضریب یک معادله 
درجه دوم هستیم. در بند )1( ساخت یک معادله درجه دوم با دانستن جواب های آن است که از دانش آموزان 
می خواهیم، روند کار را توضیح دهند و در بند )2( تعمیم مطلب قسمت قبل مورد بررسی قرار می گیرد و 
نتیجهٔ این فعالیت در کادر پایین آن آمده است. کار در کلاس صفحه 9 با هدف تثبیت مطالب آموخته شده 
انجام می شود. سپس در یک مثال کاربردی استفاده دیگری از نتیجه فعالیت قبل خواهد شد. در فعالیت 

صفحه  10 هدف معرفی صفرهای تابع است.
در بند )1( از طریق جبری معادله 0= )f )x حل می شود. سپس جواب های به دست آمده را با جواب های 
طول تلاقی نمودار یا محور xها تطبیق داده و ارتباط بین این دو مطلب درک خواهد شد و در یک کادر 

ضمن معرفی صفرهای یک تابع به یک جمع بندی برای فعالیت فوق خواهیم پرداخت.
در کار در کلاس صفحه 10 حالات دیگری از تابع و صفرهای آن مورد مطالعه قرار می گیرد. حالاتی 
یادآوری تجزیه یک  به  به دنبال آن مثال صفحه 11  یا دقیقاً یک صفر دارد.  ندارد و  تابع هیچ صفری  که 
عبارت درجه دوم و ارتباط آن با ضرایب و ریشه های معادله درجه دوم می پردازد. از این مثال برای تجزیه 

عبارت های درجه دوم می توان استفاده کرد.
مثال دیگر صفحه 11 یافتن معادله یک تابع درجه دوم )سهمی( از طریق نمودار آن است که به چند روش 

می توان این کار را انجام داد.
در روش اول استفاده از صفرهای تابع و نتیجه مثال قبل و در روش دوم استفاده از روابط بین ضرایب 
و ریشه ها در معادله درجه دوم یک بازنمایی دیگر از مطلب است. البته روش سومی هم وجود دارد که به 
دلیل کمبود زمان تدریس به آن نپرداخته ایم ولی در صورت امکان می توان از آن استفاده کرد و آن روش 
ساخت سه معادله و سه مجهول بر اساس سه نقطه خاص )نقاط تلاقی با محورها( می باشد که از حل دستگاه 

پارامترهای عبارت درجه دوم به دست خواهند آمد.
کار در کلاس صفحه 12 یک جمع بندی کامل از کلیه مطالبی است که در این بخش مورد مطالعه قرار 
گرفته است. در بند )1( با توجه به نمودارها و صفرهای تابع به وضعیت ریشه های معادله درجه دوم و علامت 

آنها می پردازیم.
در بند )2( با استفاده از نمودارها به علامت های پارامترهای b ،a و c خواهیم پرداخت. لازم است مشابه 

تذکری که در زیر جدول آمده است برای تکمیل هر ستون جدول استدلالی مشابه انجام شود.
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این کار در کلاس علاوه بر تثبیت مطالب به تعمیق مفاهیم آموخته شده نیز می پردازد و به یک جمع بندی 
از تابع درجه دوم؛ صفرهای آن و تعبیر هندسی نمایش آن خواهد پرداخت.

در صفحه 13 ابتدا یک مثال آمده است که هدف آن یافتن صفرهای یک تابع از طریق دانستن یکی از 
 x  - a بر   p  )x( اگر چند جمله ای  این مطلب است که  تذکر  مثال  این  آن می باشد. هدف اصلی  صفرهای 
بخش پذیر باشد آن گاه p  )a( = 0، از این مطلب در جاهایی که نیاز به تجزیه یک چند جمله ای است استفاده 
می شود. خصوصاً در بخش حد تابع در حالت ÷ وقتی x → a که نیازمند عامل x - a در صورت و مخرج 

کسر و حذف آنها خواهیم بود.
البته با محدودیت هایی که در بخش حد آمده است کمتر از این نکته استفاده خواهد شد ولی به عنوان یک 
نکته اساسی در جبر توابع به آن توجه خواهیم کرد. یادآور می شویم که ذکر این مطلب در همین حد باشد و 
وارد مسائل بخش پذیری چند جمله ای که در عمده کتاب های قبل وجود دارد نشویم و شاخ و برگ اضافی 

به مطلب ندهیم.
کار در کلاس صفحه 13 با هدف روش حل معادلات دو مجذوری می باشد و به عنوان یک هدف اصلی 
با محوریت صفرهای تابع بیان شده است. در این مثال به روش حل معادلاتی که می توان آنها را به معادلات 
درجه دوم تبدیل کرد خواهیم پرداخت و در کار در کلاس انتهایی این صفحه به تثبیت این مطلب پرداخته 
بند )1( یک معادله درجه  به روش هندسی حل معادلات می پردازیم. در  می شود. در فعالیت صفحه 14 
دوم آمده است که ابتدا آن را به روش جبری حل می کنیم و در بند )2( با رسم توابع داده شده به ارتباط 
پایان ضمن جمع بندی فعالیت روش نقاط تلاقی نمودارها می پردازیم و در   بین جواب های جبری و طول 

هندسی )نموداری( حل معادلات در یک کادر به عنوان نتیجه فعالیت آمده است.
حل مثال بعدی به برخی از جزئیات این روش مربوط می شود.

تا اینجا می شناسند از مثال های محدودی  به علت محدودیت در نوع توابعی که  باشیم که  توجه داشته 
می توانیم استفاده کنیم مثال هایی از جنس درجه اول، درجه دوم و قدر مطلق امّا با جلوتر رفتن در فصل های 
باشد  نیز وجود داشته  مثلثاتی  نمایی و لگاریتمی و  توابع رادیکالی کسری،  بعد امکان آوردن مثال هایی که 

می باشد.
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اهداف درس  

1  آشنایی با معادلات شامل عبارت های گویا و حل آنها و یافتن مجموعه جواب

٢ آشنایی با معادلات شامل عبارت های گنگ و حل آنها و یافتن مجموعه جواب

٣  توانایی مدل سازی مسائل با استفاده از معادلات گویا و گنگ

روش تدریس 

رویکرد کلی این بخش با طرح یک مسئله و یافتن حالات مختلف برای جواب آن است. مثال حل شده 
ابتدای درس ضمن مدل سازی یک پدیده طبیعی )پیرامونی( به حالات مختلف حل مسئله می پردازد. در دو 
حالت مسئله حل شده است و حالت سوم به عنوان کار در کلاس با هدف تکمیل مطلب مطرح می شود. 
سپس به یک جمع بندی برای حل معادلات شامل عبارت های گویا در صورت و مخرج کسرها و روش حل 
آن می پردازیم. به دانش آموزان متذکر می شویم که ممکن است برخی از جواب های حل معادله مورد قبول 
نباشند )در دامنه مورد بحث نباشند( در مثال بعد ضمن توضیح روش حل به اینکه جواب های معادله نباید 

مخرج کسرها را صفر کنند توجه می شود. 
در کار در کلاس صفحه 19 در بند )1( این مطلب تثبیت می شود. در بند )2( با معرفی نسبت طلایی 
به حل یک مسئله در این مورد می پردازیم. در خواندنی کنار مسئله با مفهوم نسبت طلایی و کاربرد آن در 
ساخت بناهای مختلف پرداخته شده است. از آنجا که عدد طلایی یک عدد گنگ است لذا در مسائل واقعی 

تقریبی از جواب، مورد نظر است.

3
درس

معادلات گویا و گنگ
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در صفحه 20 با طرح یک مسئله به معادلات گنگ می رسیم. مدل سازی مسئله از مهم ترین اهداف این 
قسمت است که با جزئیات مطرح شده است و پس از حل و بررسی این مسئله به معرفی معادلات گنگ و 
روش حل آن پرداخته می شود. در حل معادلات گنگ تا مجبور نباشیم به تعیین دامنه نمی پردازیم. روش 

متداول، حل مسئله و کنترل جواب های به دست آمده در معادله اولیه است.
از آنجا که در فرایند حل مسئله گاهی طرفین معادله را به توان 2 می رسانیم ممکن است علامت یک طرف 
حذف شود و جواب به دست آمده مورد قبول نباشد )جواب خارجی(. البته در برخی موارد توجه به دامنه 

مسئله می تواند حل مسئله را کوتاه تر کند.
کار در کلاس صفحه 21 به تثبیت و تعمیق مطلب می انجامد. در بند )1( با مدل سازی یک مسئله ساده 
و تشکیل معادله گنگ به حل آن می پردازیم و در بند )2( توجه به این نکته که بدون حل معادله نیز جواب ها 
مشخص بود. )جمع دو عبارت نامنفی وقتی صفر است که تک تک صفر باشند( تأکید روی این مطلب است 
که گاهی روش های میانبر برای حل مسئله لازم است و هر چند به روش کلی می توان مسئله را حل کرد امّا 

با توجه به فرم معادله می توان از نکات دیگری نیز برای حل استفاده نمود.

توصیه آموزشی  

از اهمیت ویژه ای  بین حل سؤالات  آنها در  به نکات زیر و مطرح کردن  در حل معادلات گنگ توجه 
برخوردار است.

1  تعیین دامنه عبارت: با تعیین دامنه عبارت ها می توان محدوده مقادیر مجاز را مشخص کرد به ویژه 

.Q )x( ≤ 0 و P )x( ≤ 0 دو نتیجه می گیریم . ) ( ) (P x Q x= اگر  
موارد  در  مناسب  متغیر  تغییر  دو مجذوری  معادلات  مانند  نیز  معادلات گنگ  در  متغیر:  تغییر    ٢

حضور عبارت های یکسان می تواند معادله را بسیار ساده کند.
٣  صفر شدن جمع چند عبارت نامنفی: وقتی جمع چند عبارت نامنفی صفر می شود حتماً همهٔ آنها 

باید صفر باشند.
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اهداف درس  

1  آشنایی بیشتر با قدر مطلق و ویژگی های آن

٢  رسم توابع قدر مطلقی

٣  حل معادلات و نامعادلات ساده قدر مطلقی

روش تدریس  

دانش آموزان با قدر مطلق و برخی از ویژگی های آن در سال های قبل آشنا شده اند. در این درس به درک 
یادآوری  با هدف  با یک کار در کلاس  بالاتر از قدر مطلق و ویژگی های آن خواهند رسید. شروع درس 
 x x=2 مطالب و توجه به تعریف قدر مطلق یک عدد می باشد. در بند )2( کار در کلاس از این مطلب که 
استفاده می کنیم و از ورود به رادیکال های مرکب پرهیز می کنیم. در بند )2( با راهنمایی در سؤال به مربع 

کامل کردن عبارت زیر رادیکال توجه شده است.
در فعالیت صفحه 24 با هدف رسم تابع قدر مطلقی، در بند )1( روش انتقال نمودار مورد نظر است و 
در روش دوم استفاده از تعیین علامت و تابع چند ضابطه ای هدف اساسی است. تأکید می شود به هیچ وجه 
هدف طرح مسائلی نظیر نمودار گلدانی و آبشاری و... نمی باشد و اجازه می دهیم دانش آموزان خودشان 

درگیر رسم این گونه توابع شوند و اگر نکاتی مورد نظر ماست را دانش آموزان کشف کنند.
در صفحه 25 ویژگی های قدر مطلق مورد بررسی قرار می گیرد. با برخی از ویژگی ها در سال های گذشته 
آشنا شده اند، آنها را یادآوری کرده ایم. جهت درک بیشتر، مثال های عددی می تواند برای یادآوری نکات 

مفید باشد. با مرور این نکات به تکمیل ویژگی های قدر مطلق می پردازیم.

٤
درس

قدر مطلق و ویژگی های آن
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 a a=2 در فعالیت صفحه 25 دو ویژگی اساسی قدر مطلق مورد توجه است. در بند )1( با استفاده از 

 a
b

a نوشته و حکم را استخراج می کنیم و در بند )2( از این ویژگی که  b2 2 ab را به صورت  عبارت 

a نوشت و استفاده از بند )1( مطلب ثابت می شود. از این دو ویژگی در حل 
b

× 1 را می توان به صورت 
مسائل زیاد استفاده می شود.

البته در مورد بند )1( مطلب تعمیم هم دارد و می توان برای بیش از دو عدد نیز مطلب را تعمیم داد.
در فعالیت پایین صفحه 25 به برخی دیگر از ویژگی های قدر مطلق پرداخته می شود. در بند )1( به صورت 
اثبات جبری هر یک از موارد ساده است  نامعادله را مطرح می کنیم.  شهودی حالت های مختلف جواب 
ولی به جهت کمبود زمان تدریس از اثبات آنها صرف نظر شده است و درک به صورت شهودی مورد نظر 

می باشد با بررسی بند )2( و )3( به بررسی بند )3( که نامساوی مثلثی است می پردازیم.
مراحل هر یک از این قسمت ها در بخش حل فعالیت ها آمده است.

در صفحه 26 با مدل سازی یک مسئله به استقبال معادلات قدر مطلقی و معرفی آنها و چگونگی حل 
آنها خواهیم پرداخت. برای حل معادلات قدر مطلقی با استفاده از سه روش ویژگی های قدر مطلق، توان 
دو رساندن، و روش هندسی می توان مسئله را حل کرد. در مثال و کار در کلاس صفحه 26 به این مطالب 

پرداخته شده است.
( از روی نمودار )  y = f )x مطرح  (y f x= در فعالیت صفحه 27 یک روش هندسی برای رسم تابع 

می شود. در جمع بندی فعالیت این روش مطرح شده است.
در کار در کلاس صفحه 27 علاوه بر رسم توابع قدر مطلقی با توجه به فعالیت بالای آن می توان به روش 

هندسی نیز معادله قدر مطلقی را مورد بررسی قرار داد.
معادلات می تواند مطرح  از روش هندسی حل  زیادتری  نمونه های  این بخش  در  قدر مطلق  آموزش  با 

شود.
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اهداف درس  

1  آشنایی بیشتر با هندسه مختصاتی نظیر فاصله بین دو نقطه، مختصات نقطه وسط پاره خط و فاصله 

نقطه از خط
٢  آشنایی با شیب دو خط عمود بر هم و استفاده از آن در حل مسائل

روش تدریس 

با هندسه مختصاتی در سال های قبل تا حد زیادی آشنا شده اند. محورهای مختصات و جایگاه نقطه در 
صفحه را می شناسند. در این درس با برخی از نکات تکمیلی آشنا می شوند. در فعالیت صفحه 29 ابتدا با 
فاصله دو نقطه روی یک محور آشنا می شوند سپس در فعالیت صفحه 30 به فاصله دو نقطه و یافتن فرمولی 
برای آن می رسیم که با استفاده از رابطه فیثاغورس و مختصات نقاط دو سر یک پاره خط، طول پاره خط را 

مشخص می کنند.
در کار در کلاس صفحه 30 علاوه بر تثبیت مطالب آموخته شده به ارتباط بین شیب های دو خط عمود 
بر هم می رسیم و در ادامه با مثال صفحه 31 قاعده کلی بین شیب های دو خط عمود بر هم بیان می شوند. 
ما در این کتاب به اثبات این قاعده نپرداخته ایم بلکه با استدلال استقرایی و حالات خاص این ارتباط کشف 

شده و از آن استفاده می شود.

5
درس

آشنایی با هندسه تحلیلی
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در کار در کلاس صفحه 31 به یک کاربرد از شیب های دو خط عمود بر هم برای تثبیت مطلب مطرح 
می شود. هنوز به مختصات نقطه وسط یک پاره خط نپرداخته ایم لذا برای حل این مسئله در کلاس باید مانند 
مثال حل شده همین صفحه عمل شود ولی این مسئله بعد از بیان فرمول نقطه وسط پاره خط نیز می تواند به 

روش دیگری حل شود.
در فعالیت صفحه 32 مختصات نقطه وسط یک پاره خط در حالتی که دو نقطه روی یک محور هستند 
مطرح می شود و در کار در کلاس همین صفحه حالت کلی تر آن با یک مثال مورد بررسی قرار گرفته و نتیجه 

این کار در کلاس و فعالیت در یک کادر بیان می شود.
مهم ترین بخش از این درس فاصله یک نقطه از یک خط در صفحه است. ابتدا با یادآوری عمود و مایل، 
تعریفی از فاصله نقطه از خط ارائه می شود. در فعالیت صفحه 32 با یک حالت خاص روند نتیجه گیری و 
به دست آوردن فرمول کلی مورد بررسی قرار می گیرد. هر چند این مراحل می تواند در یک حالت کلی نیز 
مورد بررسی قرار گیرد اما، به علت شلوغ شدن حل دستگاه دو معادله و دو مجهول و پارامترها از اثبات 
کلی آن صرف نظر شده است. در ارزشیابی های رسمی هم از اثبات فرمول خودداری شود. البته یک اثبات 

شهودی و بدون توضیح در خواندنی صفحه 34 آمده است که به عنوان مطالعه آزاد توصیه می شود.
حل دو مثال از نحوه به کارگیری فرمول فاصله نقطه از خط در صفحه 34 آمده است. کار در کلاس 
صفحه 34 آخرین کار در کلاس این فصل است که به کاربرد فاصله نقطه از خط در حل مسائل می پردازد و 

به نوعی به جزئیات استفاده از این فرمول در بررسی مسائل هندسی مختصاتی می پردازد.
هرچند هندسه مختصاتی از محتوای آموزشی است که سابقه طولانی در ریاضیات مدرسه ای دارد، آنچه 
مهم است یک تسلط نسبی روی این مطالب برای فصول آینده مانند مثلثات در این کتاب و حد و مشتق و 

کاربرد مشتق در کتاب سال بعد خواهد بود.
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سؤالات نمونه جهت ارزشیابی فصل 1 

محدودی  تمرینات  از  دانش آموزان  فردی  تفاوت  و  تدریس  زمان  محدودیت  دلیل  به  درسی  کتاب  در 
استفاده شده است. این مجموعه سؤالات برای دانش آموزان به صلاحدید همکاران محترم در کنار تدریس، 

پایان تدریس و یا ارزشیابی های پایانی این فصل توصیه می شود.

 مجموع دنباله های حسابی و هندسی
1  در یک دنباله حسابی جمله اول 5 و جمله سوم آن 13 است. مجموع 65 جمله اول این دنباله را 

به دست آورید )جواب نهایی: 8645(
٢  در یک دنباله حسابی با جمله عمومی an = 1 + 4n مجموع بیست جمله اول آن را به دست آورید 

)جواب نهایی: 860(.
٣  در یک دنباله حسابی اگر؛ مجموع 15 جمله اول آن 570 و a5 = 23 باشد، نشان دهید جمله عمومی 

دنباله an = 8 + 5n است.
٤  حاصل عبارت زیر را به دست آورید.

A =  2002 - 1992 + 1982 - 1972 + ... + 22 - 1
)جواب نهایی: 2079(

S26 = 0 باشد، ثابت کنید S11 = S15 5  در یک دنباله حسابی اگر

6  در هر دنباله حسابی متناهی، ثابت کنید میانگین جملات و میانه آنها برابر است.

برابر 255  an است   = 2n  -1 به صورت  آن  دنباله هندسی که جمله عمومی  از  7  مجموع چند جمله 

)n = 8 :می باشد تعداد جملات را به دست آورید )جواب
8 چند جمله از دنباله هندسی ... , 2n +1 ,2n ,2n -1 را با هم جمع کنیم تا مجموع جملات 1020 شود 

)n ∋   ،)n = 8((
9  چهاروجهی منتظمی داریم که در هر رأس آن یک گلوله و روی هر یال 10 گلوله قرار گرفته است. 

اگر کل حجم آن پر از گلوله های یکسان باشد، تعداد گلوله ها چندتاست؟ )جواب: 280(
10  کارفرمایی با یک کارگر مبتدی قرار گذاشت که حقوق روز اول او 6400 تومان باشد و هر روز 50 

درصد حقوق روز قبل او به حقوقش اضافه شود. حقوق ده روز اول کار کردن این کارگر چند تومان است؟
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 معادلات درجه دوم
که  بنویسید  دومی  درجه  معادله    1

بوده   
+
1

2 3
و   

−
1

2 3
آن  جواب های 

)جواب  باشد   -6 برابر  آن  ضرایب  مجموع  و 
.)3x2 - 12 x + 3 = 0 :نهایی

2  معادله x2 - 3x + 1 = 0 مفروض است. 

معادله درجه دومی بنویسید که:
جواب های  نصف  از  آن  جواب های  الف( 

معادله فوق یک واحد بیشتر باشد.
.)x x− + =2 7 11 0

2 4
)جواب: 

ب( جواب های آن مکعب جواب های معادله 
.)x2 - 18x + 1 = 0 :فوق باشد )جواب

3  تابع f )x( = 2x2 - 4x + m - 3 داده 

شده است. در هر حالت m را طوری بیابید که:
باشد.  داشته  صفر  یک  دقیقاً   f تابع  الف( 

)m = 5 :جواب(
مختصات  ناحیه  چهار  هر  از   f منحنی  ب( 

.)m > 3 :بگذرد. )جواب
4 هر یک  از نمودارهای مقابل مربوط به یک 

 f )x( = ax2 +bx + c تابع درجه دوم به معادله
می باشد، در هر حالت ضابطه را مشخص کنید.

)f )x( = -2x2 + 8 :جواب نهایی الف(
)f )x( = 3x2 - 6x + 3 :جواب نهایی ب(

)الف(

)ب(
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5 کدام عدد )مثبت( است که چون یک سوم آن را با یک و همچنین یک چهارم آن را با یک جمع کنیم 

و دو حاصل جمع را در هم ضرب کنیم برابر 20 شود )مسئله از کتاب جبر و مقابله خوارزمی(.
6 از دبیر ریاضی کلاس حسابان سنش را پرسیدند. پاسخ داد: 21 سال بعد سنّ من توان دوم سنی 

خواهد بود که 21 سال پیش از این داشتم. این دبیر چند سال دارد؟
7 بدون حل معادله و با استفاده از S و P و ∆ در وجود و علامت ریشه های معادله 5x2 - 7x - 5 =0 بحث کنید.

8 معادله x4 - 5x2 +1 = 0 را در نظر بگیرید.

الف( نشان دهید این معادله چهار جواب دارد.
ب( ثابت کنید مجموع مجذور جواب ها برابر 10 می باشد.

اگر  درآورده ایم.  روبه رو  شکل  به  را  متر   8 طول  به  سیمی   9

مساحت بزرگ ترین مستطیل 2 متر مربع باشد، مجموع طول و عرض 
این مستطیل چقدر است؟
 )جواب نهایی: 3 متر(

10 خط d به صورت زیر رسم شده است. نقطه A روی این خط 

را به گونه ای تعیین کنید که مساحت مثلث قائم الزاویهٔ OAB ماکزیمم 
باشد.

Bo

A

4

2

x

y

 معادلات گویا و گنگ
1  معادلات زیر را حل کنید.

x (الف x− + =1 1			(   ({1 , 0} :مجموعه جواب
x2 + x) (ب  + 1)2 + (x2 + x -1) =0	( ({0} :مجموعه جواب
xx (پ

x x x x x

−+ =
+ − −

2

2 2 3

5 11

1
		(  ({2 , 2-} :مجموعه جواب
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و  می کنند  A حرکت  به سمت   B از  و دوچرخه سواری   B به سمت   A از  موتورسیکلت سواری    2

دهند  ادامه  راه خود  به  دو  این  از  هر یک  اگر  می کنند.  راه ملاقات  بین  در  را  یکدیگر  دقیقه  از 30  پس 
موتورسیکلت سوار 20 دقیقه زودتر از دوچرخه سوار به مقصد می رسد. موتور سوار و دوچرخه سوار هر 

یک این فاصله را در چه مدت طی می کنند؟

10 10 + 40 دقیقه( 10 10 + 20 دقیقه و دوچرخه سوار  )جواب نهایی: موتور سوار 
3  مقداری محلول آب و الکل را که غلظت الکل آن 80 درصد است به 5 لیتر محلول آب و الکل با 

به دست آمده 50 درصد الکل دارد. حجم محلول اولیه  غلظت الکل 20 درصد اضافه می کنیم. محلول 
چقدر بوده است؟ )جواب نهایی: 5 لیتر(

x - x( را حل کنید. (3 - 5 )x - x 4  معادله 0 = 6 + )

  قدر مطلق و ویژگی های آن
x ∋  و a ≤ 0 ثابت کنید. 1  اگر 

x   | ≤ a → - a ≤ x ≤ a| (الف

x ≤ -a یا x   | ≥ a → x ≥ a| (ب

2 برای هر دو عدد حقیقی x را ثابت کنید.

|x - y| ≤ |x  | + |y  |
3  منحنی های |x( = |x -2| + |x -1( f و x = )g )x را رسم کنید و با توجه به آن سطح محصور بین 

)S = 1 :دو منحنی را به دست آورید. )جواب نهایی
4 معادله قدر مطلقی x +1| + x =2| را به روش هندسی حل کنید و محدودهٔ جواب آن را به دست آورید 

سپس به روش جبری آن را حل کنید.
5  به روش هندسی و جبری معادله x2 - 4|x  | + 3 = 0 را حل کنید.

AW
x

A B
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 هندسه مختصاتی
10 شود )مسئله چند جواب  1   نقطه ای روی محور xها بیابید که فاصله آن تا نقطه )A )2 , 1 برابر 

دارد؟(
2  مثلث ABC به رئوس )1 , 1( A و )1 , -3-( B و )C )2 , 0 مفروض است. به دو روش مختلف 

نشان دهید مثلث قائم الزاویه است.
3   ثابت کنید نقاط )4 , 7( A و )2 , 3( B و )4 , -1( C و )D )6 , 3 رئوس یک لوزی هستند سپس 

مساحت آن را محاسبه کنید.
4   اگر ABCD یک مستطیلی به رئوس )3 , 2( A و )3 , -1( B و )2 , -1-( C و )D )-2 , 2 باشد 

ثابت کنید دو قطر AC و BD نصف یکدیگرند.
5  خط d : 3x + 4y = 5 و دایره c به مرکز )3 , 2-( O و )M)5 , -4 از محیط آن داده شده     است. 

فاصله مرکز دایره تا خط d را به دست آورید و وضعیت خط d نسبت به دایره c را مشخص کنید.
3y - 4x =2 بیابید که فاصلهٔ آنها از مبدأ مختصات با فاصلهٔ آنها از خط y = 2x -1 6  نقاطی روی خط

برابر باشد.
7  اگر )a , b(M نقطه ای روی سهمی y = x2 باشد که از دو نقطه )2 , 1-( A و )B )1 , -2 به یک 

.)M )-3 , 4( :را مشخص کنید. )جواب نهایی M فاصله باشد مختصات

 پرسش های مروری از کل فصل

الف(  درستی یا نادرستی گزاره های زیر را تعیین کنید.
1  حاصل عبارت 200 + ... + 6 + 4 + 2 برابر 10100 است. )    (

 c
a

2  اگر نمودار سهمی y = ax2 + bx + c از همه نواحی محورهای مختصات بگذرد آن گاه 0 < 

است. )    (
1 است. )    (

4
3  مقدار ماکزیمم سهمی y = -2x2 + x - 5 برابر 

4  جواب های معادله A = B و A2 = B2 یکسان هستند. )    (

 است. )    ( x برابر 
x

+ =
+

5
1

5
5  دامنه معادله 

)    ( .|a + b| = |a| + |b| دو عدد حقیقی باشند b و a 6  اگر

x فقط یک جواب دارد. )    ( x− + − =21 1 0 7  معادله 
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ب(  پاسخ صحیح هر سؤال را مشخص کنید.
a < b                         	  a > b                            :آن گاه همواره b2 > 0 و |a| > |b| 1  اگر

2  نمودار تابع |f )x( = -x |x شبیه کدام نمودار زیر است؟

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

-2 -1

y

x
-4 -3
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3  میانگین 10 جمله اول دنباله ... و 4 و 7 و 10 برابر است با:

-8  			  -8/5  
4  تابع F )x( = x4 -1 چند صفر دارد؟

			  یکی   دو تا

A باشد، مقدار B کدام است؟ B x
x x x

+ =
− − −2 2

3
2 4 4

5  اگر 

-6                  			  4  
6  اگر وسط پاره خط AB که دارای )1 , 2-(A و )α , β( B برابر )3 , 0( باشد، α + β کدام است؟

4                 			  5 
7  فاصله نقطه )3 و M )-1 از خط 4x - 3y =7 کدام است؟

4                 			  5  
پ(  گزاره های زیر را با یک عبارت مناسب تکمیل کنید تا به گزاره ای درست تبدیل شوند.

1  اگر x( = 3x4 - 7x2 + Kx + 1( P و )P )x بر x -1 بخش پذیر باشد مقدار K برابر ...... می باشد.

 b و a می باشد نتیجه می گیریم که علامت های y = ax2 + bx  + c 2 با توجه به شکل زیر که برای سهمی

و c به ترتیب .....، ..... و ..... می باشد.

3 اگر خط d بر خط 2x + 3y - 5 =0 عمود باشد، شیب آن برابر ..... می باشد.

4 مجموع جواب های معادله x  | + |x -1| = 4| برابر ..... می باشد.

5  مجموع اعداد فرد طبیعی 1 تا 101 برابر ..... است. 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x
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٥٥  1
2  تعداد ردیف ها ١٠ و تعداد دگمه ها در هر ردیف ١١ پس تعداد کل دگمه ها برابر ١١٠ = ١٠ × ١١

= تعداد دگمه های آبی  =110
55

2
	

می کنیم  با هم جمع  آنها را  اوّل می نویسیم و جفت، جفت  به  S را یکبار دیگر از آخر  3 جملات 
2S  =  n  (n+1) و از آنجا  ١  +  n است پس  n جفت تشکیل می شود که مجموع هر جفت  تعداد 

) می رسیم. )n n
S

+= 1
2

به   ٢ با تقسیم طرفین بر 

پاسخ :   فعالیت ها  ، کار در کلاس ها  ، تمرین های پایان درس

فعالیت  ص ٢

فعالیت  ص 3

Sn = a + (a + d  ) + (a   +  2d  ) + ... + (a + (n    - 2)   d   ) + (a + (n   -   1)   d   )                         1  

Sn = (a + (n    - 1)   d   ) + (a + (n   -   2)   d   ) + ... + (a + d   ) + a
2Sn = (2a + (n    - 1)   d   ) + (2a + (n   -   1)   d   ) + ... + (2a + (n   -   1)   d   ) + (2a + (n   -   1)   d   )

[ ]( )nS n a n d= + −2 2 1

( )( )n
n

S a n d= + −2 1
2
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[ ]( ) ( ) [ ]
n

n n

a

n n n
S a n d a a n d a a

 
 = + − = + + − = +
 
 

1 1 1 12 1 1
2 2 2

                                       1

 2  اولین مضرب دورقمی ٤ برابر ١٢ و آخرین آن 96 است. ابتدا تعداد آنها را به دست آورید.
an = a1 + (n - 1) d

96 = 12 + (n - 1) * 4 ⇒ n = 22
( )nS = + =22
12 96 1180

2

کار در کلاس  ص 4

فعالیت  ص 4

 an جمله آن n 1  قدر نسبت ١ و مجموع
an = aq  n  -1                             )2  الف

Sn - Snq = a - aqn                                                                                                    )ب         

( ) ( )
n

n
n n

q
S q a q S a

q
−− = − ⇒ =
−

1
1 1

1
                                                                                  

کار در کلاس  ص 5

( )
S

− −
= × = × =

−

10

10

1 1
1 11 1 10232 1024

8 1 8 1 8192
1

2

کار در کلاس  ص 6

S
−= × = −
−

64
641 2

1 2 1
1 2

الف(                                                                                          گرم 
  	      
264 - 1 > 263 = (27  )9 > 1289 > 1009 = 1018     

هر تن ١٠٦ گرم است. ١٠١٨ گرم برابر ١٠١٢ تن گندم خواهد بود پس تعداد گندم ها از ١٠٠٠ میلیارد 
تن بیشتر است. 
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5 + 8 + 11 + ... + (5 + (n - 1) 3) > 493 	 1

( )( )n
n+ − × >10 1 3 493

2 	
n (7 + 3n) > 986 	

عبارت 3n2 + 7n - 986 = 0 به ازای ١٧ = n جواب دارد پس حداقل ١٨ جمله باید جمع شود تا 
به منظورمان برسیم. 

1 + 3 + 5 + ... + (2n - 1) = n2 2  الف(	

( )( )n
S n n= + − × = 22 1 2

2
         ب( 	

3 اولین عدد طبیعی سه رقمی که مضرب ٦ باشد برابر ١٠٢ و آخرین عدد سه رقمی مضرب ٦ برابر 
٩٩٦ است.

996 = 102 + (n - 1) 6 ⇒ n = 150 	

( )S = + =150
102 996 82350

2
	

  4
...

...

a a a

S

a a a

+ + + =
 → =


+ + + =

1 3 19

20

2 4 20

135

285

150

جمع
	

( ) /a d a d⇒ = + ⇒ = +1 1
20

285 2 19 28 5 2 19
2

	

/
( ) ( ) ... ( )

d
a a a a a a d

a

=− + − + + − = ⇒ = ⇒ 
=

2 1 4 3 20 19

1

1 5
15 10 15

0
	

 a  1 = 1   ,   a  2 = 2   ,   a  3 = 4 	  5
جملات دنباله هندسی با قدر نسبت ٢ خواهند بود. 

Sn = 255 	
n

n n n
−× = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
−

81 2
1 255 2 256 2 2 8

1 2
	

تمرین  ص 6
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, , , ...1 1 1

2 4 8
	  6

... /
n

+ + + + ≥1 1 1 1
0 99

2 4 8 2
	

( )n

n n

−
× ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤

−

1
11 99 1 99 1 12 1

12 100 100 1002 21
2

	

⇒ 2n ≥ 100                                   = با آزمایش خط ٧ 	
...7  الف(  − −= + + + + = × =

− −
2 1 1

1 1
1 1

n n
n a a

S a a a
a a 	

 (a - 1) (1 + a + a2 + ... + an  ) = an - 1          ب(	

کار در کلاس  ص 7
x

x x x
x

=
±− + = ⇒ = =

=
2

1
5 1

3 5 2 0 26
3

	 1

x = -1 ⇒ 4 + m - 7 = 0 ⇒ m = 3 	 2
x

x x x

x

=± + ±− − = ⇒ = =
= −

2

7
3 9 112 3 11 44 3 7 0

8 8
1

	

فعالیت  ص 8

 1
c
a

b
a

−cbapSمقدار ریشه هاax2 + bx + c =0

2
3

5
3

2-532
3

5
3

2
3

13x2 - 5x + 2 = 0

− 7
4

3
4

-7-34− 7
4

3
4

7
4

-14x2 - 3x - 7 = 0
121-211211x2 - 2x + 1 = 0

− 8
5

− 6
5

-865− 8
5

− 6
5

4
5

-25x2 + 6x - 8 = 0

n
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b
S

a
= − b نظیر به نظیر جملات برابر است پس: 

a
− 2  الف( در ستون جمع ریشه ها و ستون 

c
p

a
= c نظیر به نظیر جملات برابر است پس: 

a
         ب( در ستون ضرب ریشه ها و ستون 

b b
S x x

a a
− −= + = =1 2 2

	 3

( ) ( )( )( )b b b b b ac c
P x x

a a a a a
− + ∆ − − ∆ − − ∆ − −= = = = =

2 2 2

1 2
4

2 2 4 4
	

1  الف( با هریک از ریشه ها معادله ای ساخته و طرفین درهم ضرب شده و به یک معادله درجه دوم 
       رسیده ایم. 

        ب(
( )( ) ( )

x x
x x x x

x x

= α − α =
⇒ ⇒ − α − β = ⇒ − α + β + αβ =

= β − β =
2

0
0 0

0 	

فعالیت  ص 9

( )( )

S
x x

P

=
⇒ − − =

= − + = −
2

4
4 1 0

2 3 2 3 1
	

کار در کلاس  ص 9

( )
x

f x x x
x

= −= ⇒ + + = ⇒ 
= −

2
1

0 4 3 0
3

	 1

2  طول های نقاط تلاقی جواب های معادله ٠ = f    (x) هستند. 

فعالیت  ص 10
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کار در کلاس  ص 10

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x
y

fg

f   (x) = (x - 1)2 	 1

2 منحنی f در نقطه ١ = x محور طول ها را قطع کرده است پس معادله ٠ = f     (x) یک جواب دارد 
منحنی g محور x ها را قطع نکرده است پس معادله ٠ = g   (x) جواب ندارد. 

کار در کلاس  ص12

ب( )٤(	                       پ( )١ , ٢(                            ت( )٥   , ٧(  ١  الف( )٨   ,  ٩(	
ج( )٣(	                        چ( )٣  ,   ٨   , ٩(                         ح( )١ , ٢ , ٤ , ٦(  	    ث( )٧(	

                  شماره شکل
     ویژگی

١٢٣٤٥٦٧٨٩

 f ٢٢١٢٠٢٠٢٢تعداد صفر
 a علامت+-+++---+
 b علامت +--+--++-

 c علامت-++++
بی علامت
 c = ٠

--+
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x = -2 ⇒ -8 + 4k + 2 - 2 = 0 ⇒ k = 2 	
f     (x) = x3 + 2x2 - x - 2 	
f     (x) = (x + 2) (x2 - 1) 	

( )
x x

f x
x x

+ = ⇒ = −= ⇒ 
− = ⇒ = ±

2

2 0 2
0

1 0 1
	
	

با فرض x2 = u داریم: 

( ) ( )
u

u u u u
u

=− + = ⇒ − − = ⇒ 
=

2
2

10 16 0 2 8 0
8

	

u x x= ⇒ = ⇒ = ±22 2 2 	
u x x= ⇒ = ⇒ = ±28 8 2 2 	

کار در کلاس  ص 13

کار در کلاس  ص 13

x x x x

x x x
x
x

+ − − +
+ −
− −
− −

3 2

3 2 2

2 2 2

2 1
0 2

2
0

فعالیت  ص 14

( )
x

x x x x x x x
x

=
− + = + ⇒ − = ⇒ − = ⇒ 

=


2 2

0
1 5 5

2 1 1 0 0 52 2 2
2

	 1

  2
3 طول های نقاط تلاقی همان جواب های

معادله مذکور هستند. 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

= −( )21y x

= +
1

1
2

y x
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تمرین  ص 15

,S P x x= + = = × = ⇒ − + =22 1 2 1 2 2
1 0

3 3 3 3 9 9
1  الف(	

         ب( فرض کنیم یکی از ریشه ها a باشد پس ریشه دیگر آن a ٢ است و داریم: 

S a a a x Sx P

P a a a x ax a

= + = − + =
⇒

= × = − + =

2

2 2 2

2 3 0

2 2 3 2 0
	

همان طورکه مشاهده می شود معادله بی شمار جواب دارد کافی است به جای a مقادیر مختلف قرار 
دهیم. 

2  الف( صفر تابع ٢ = x است. 
P   (x) = a   (x - x  1) (x - x  2) = a (x - 2)2 	

( ) ( ) ( ) ( )P a a P x x
−= − ⇒ − = − ⇒ = ⇒ = − −2 21 1

0 2 2 2 2
2 2

	
ب( صفرها ١ = x و ٣- = x هستند. 

P    (x) = a   (x - 1)(x+3) 	

( ) ( )( )P a a− = − ⇒ − = − ⇒ = 1
1 2 2 2 2

2
	

( ) ( )( )P x x x x x= − + = + −21 1 3
1 3

2 2 2
	

 x2 = 36 و x1 = 0 در این صورت معادله دو جواب h  (x) = 0 الف( وقتی توپ به زمین می خورد که
را دارد که اولی مربوط به نقطه اولیه و دیگری مربوط به نقطه پایانی است بنابراین توپ ٢٦ متر فاصله 

افقی را طی می کند. 
ب( باید بیشترین مقدار تابع h را بیابیم که در نقطه طول رأس سهمی رخ می دهد.  

h  (x) = - 0/03x2 + 1/08x 	
/
/

b
x

a
− −= = =

−
1 08

18
2 0 06

	
	

h   (١٨) = -9/72 + 19/44 = 9/72 بیشترین ارتفاع توپ برحسب متر
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) )الف ) ( )
x

f x x x x x
x

== − = ⇒ − = ⇒ 
= ±

3 2
0

4 0 4 0
2

	 4

) )ب ) ( )g x x x x x x x x
∆

= + + = ⇒ + + = ⇒ =3 2 22 3 0 2 3 0 0


منفی
	

تابع هیچ صفری ندارد ⇒ جواب ندارد ⇒ h   (x) = x4 + 3x2 + 5 , ∆ = 9  -  20<0 )پ 	
x4 - 3x2 - 4 = 0 5  الف(	

uجواب ندارد x
x u u u

u x x

 = − ⇒ = −= ⇒ − − = ⇒ 
 = ⇒ = ⇒ = ±

2
2 2

2

1 1
3 4 0

4 4 2

	
 
ب(

x
u x x

x
u u u

x
u x x


= ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ±

− = ⇒ − + = ⇒ 


= ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ±

2
2

2
2

2
2

1 2 1 9 3
3

2 7 6 0
3

6 2 6 24 2 6
3

	

پ( 

( ) ( )
u

x u u u u u
u

= −− = ⇒ − − = ⇒ + − = ⇒ 
=

2 2
2

4 4 12 0 2 6 0
6

	

u x x x

u x x

 = − ⇒ − = − ⇒ = ⇒ = ±

 = ⇒ − = ⇒ = −

2 2 2

2 2 2

2 4 2 6 6

6 4 6 2 غیرقابل قبول
	

f    (x) = |x    -  1|   ,   g   (x) = x2- x - 1 	 6
تعداد جواب ها دوتاست. 

یکی ٢ = x و دیگری عددی بین ١- و ٢-
− خواهد بود که با شکل نمی توان  2 )جواب دقیق 

به آن رسید.( 

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

y

x

g
f
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7  الف( تابع صفر ندارد و ١ = a در نتیجه f    (x) = x2 + bx + c و چون نقطه )٥ ، ٣-( نقطه مینیمم 

b و از آنجا ٦ = b و چون ٥ = )٣-( f پس: 
a

− = −3
2

تابع است پس 
9 - 3b + c = 5 ⇒ 9 - 18 + c = 5 ⇒ c = 14  f    (x) = x2 + 6x + 14 	

 f    (x) = - x2 + bx + c و در نتیجه a = -ب( تابع دو صفر دارد و چون دهانه سهمی روبه پایین است پس ١ 

−−b و ٤- = b از طرفی  =
−

2
2

b و در نتیجه 
x

a
−=
2

نقطه )٢،٢-( نقطه ماکزیمم تابع است پس 
f    (-2) = 2 ⇒ -4 -2b + c = 2 ⇒ c = -2 ⇒ f    (x) = x2 - 4x - 2 	

پ( تابع دو صفر دارد و ١ = a در نتیجه f    (x) = x2 + bx + c و ٣ = x طول نقطه مینیمم است 

( ) ( )b
b f c c f x x x

a
−= ⇒ = − ⇒ = − ⇒ − = − + ⇒ = ⇒ = − +23 6 3 3 3 9 18 6 6 6
2

	
ت( تابع هیچ صفری ندارد و ١- = a لذا f    (x) = - x2 + bx + c و ٢- = x نقطه ماکزیمم پس 

( )( ) ,b
b f x x x c f c c

a
−− = ⇒ = − ⇒ = − − + − = − ⇒ − + + = − ⇒ = −22 4 4 2 1 4 8 1 5
2

	
f   (x) = -x2 - 4x - 5 	

8  پهنای آبراه را x درنظر می گیریم. 
) مساحت آبراه )( ) ( )x x x= + + ×2 10 2 2 3 	
14 = 4x2 + 26x 	

x
x x

x

= −
+ − = ⇒  =

2
7

2 13 7 0 1

2

غ ق ق

متر
	

9  اگر عرض کف پوش را x درنظر بگیریم طول کف پوش ١ + x ٤ می باشد و مساحت هر کف پوش 
4x2  +  x خواهد بود 

2000 (4x2 + x) = 52/8 * 104 ⇒ 4x2 + x = 264 	

x
x x x

x

=
− ±+ − = ⇒ = −=

2
8

1 65
4 264 0 33

8
4

سانتی متر

غیرقابل قبول
	

طول کف پوش ٣٣ = ١ + ٤ × ٨ سانتی متر خواهد بود. 

x+10 2

10

3 3
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y
y y

+ = ⇒ = ⇒ = −
+ − −

8 5 7 13 7
1300 1435 7

200 5 100 205 100
	

⇒ y = 19/28 	
تقریباً 19/28 کیلوگرم از آب محلول باید تبخیر شود. 

1 + 2(x - 2) = 3(x - 2)2 ⇒ 3x2 - 14x + 15 = 0 	 1

x
x

x

=±= −=

5
14 16

16
3 مورد قبول

مورد قبول
	

2(w + L) = 144 	 2
w = ٧٢ - L 	

L
L L

L L
= ⇒ + − =

−
272

72 5148 0
72 	

( ) ( )∆ = + = ×2 272 4 5148 5 72 	

کار در کلاس  ص 18

کار در کلاس  ص 19

کار در کلاس  ص 21

1   فرض کنیم عدد صحیح موردنظر x باشد داریم:
x x x x x x x+ = ⇒ = − → = + −26 6 36 12

توان 2 	
x

x x x
x

=±− + = ⇒ =
=

2 913 5
13 36 0

42

قبول
غیرقابل قبول

	

  2
x x x x x x+ = − → + = ⇒ − + =2 2 24 2 4 4 4 4 0

توان 2 	
⇒ x = 2 	

با آزمایش جواب، ٢ = x غیرقابل قبول است. 

( ) /

L

L L

− ±=

= − ±

72 72 5

2

36 1 5 44 5 طول تقریباً 44/5 و عرض 27/5 می باشد.



35فصل اوّل: جبر و معادله

برابر صفر شده است پس تک تک عبارات صفر  نامنفی  بدون حل معادله چون مجموع دو عبارت 
هستند و :

x
x

x

 − = ⇒ = ± →
=

2 4 0
2

0

اشتراک جواب ندارد. 	

تمرین  ص22

 1

( ) ( ) ( )
x

x x x x x x x x
x

=
±+ = + + − ⇒ − − = ⇒ = −=

2 2
3

7 11
6 1 2 1 3 3 7 6 0 2

6
3

ق ق
ق ق

	

  2

( ) ( ) ( )( )
p

p p p p p p p p
p

=
+ − = − − ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒  = −

2 2 4
2 4 2 3 2 2 8 0 4 2 0

2

ق ق	ق ق

  3
3y + 5 + y    (y + 4) = (y + 1) (y + 5) 	
 3y + 5 + y2 + 4y = y2 + 6y + 5 	
⇒ y = 0 غیرقابل قبول 	

 4
?

x x x= + ⇒ = ⇒ = + ⇒ =4 3 4 4 2 4 12 4 4   آزمایش4
?

x x x= + ⇒ = ⇒ = + ⇒ =4 3 4 4 2 4 12 4 4 4.قابل قبول است x = 4 	
  5

( )( ) ( )xx
x x x x

x x
− ≠− = − + → = + ⇒ + =

+ +
1 0 21 1

1 1 1 1 0
1 1

با فرض 	

x+ =1 x            جواب ندارد 0 x− = ⇒ =1 0 قابل قبول است 1 	
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) داریم:  )( )x x− +2 2 6  با ضرب طرفین معادله در 
( ) ( )( ) ( )x x x x− = − + − +5 2 2 2 2 2 	

( )x x x− = − − −5 10 2 4 2 	

( )
x

x x x x x x
x

== ⇒ = ⇒ − = ⇒ 
=

2
0

6 2 36 4 4 9 0
9 ق ق

ق ق

	
x x+ = − +3 4 3 1 	  7

x x x+ = + + − +3 16 3 1 8 3 1 	
x x+ = +2 14 8 3 1 	

x x+ = +7 4 3 1 	
( )x x x+ + = +14 49 16 3 1 	

x                                                                       قابل قبول 
x x

x

=− + = ⇒ 
=

2
1

34 33 0
33    

غیر قابل قبول
	

x  8: قیمت یک اسباب بازی قبل از تخفیف 

 = تعداد اسباب بازی قبل از تخفیف
x

120000

x x
+ =

−
120000 120000

4
1000 	

x x− + + × =2 61000 30 10 0  = تعداد اسباب بازی بعد از تخفیف	
x

120000

∆ = × 6121 10 	
∆ =11000 	
x

x

=


= −

6000

5000 غ ق ق
	

x  9: سرعت در مسیر خلاف جریان آب 	
x x

+ =
+

144 144
15

8 	
,x x x− − = ⇒ ∆ = =215 168 1152 0 312 16 	

سرعت در جریان آب ٢٤ = ٨ + ١٦ کیلومتر بر ساعت 
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10  اگر کل کار را V درنظر بگیریم و ماشین A کار را در x ساعت انجام دهد ماشین B کار را در 
١٥+   x ساعت انجام می دهد. 

V V V
x x x x

+ = ⇒ + =
+ +

1 1 1

15 18 15 18 	
( ) ( )x x x x+ + = +18 15 18 15 	
x x x x+ + = +218 270 18 15 	

x x− − =2 21 270 0 	
∆ = ⇒ ∆ =1521 39 	

x
x

x

=± = 
= −

3021 39

2 9 غیر قابل قبول  	
ماشین A در ٣٠ ساعت و ماشین B در ٤٥ ساعت کار را به تنهایی انجام می دهند. 

کار در کلاس  ص 23

 1
( )− − − = − + = − =5 3 5 3 2 2  الف( 	

− = −3 5 5 3          ب( 	
=0 0              پ( 	

2
( )a a a a a+ + = + = + = +4 2 2 2 2 22 1 1 1 1  الف( 	

( )− = − = − = −27 4 3 3 2 3 2 2 3     ب( 	
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روش اول 

فعالیت  ص 24

روش دوم 
,

,

x x
y x

x x

+ ≥= − + = 
− + <

1 1
1 2

3 1 	

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

y

x

=
−1

y
x

=y
x

1
2

y
x

=
−    

+

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

y

x

=
+1

y
x

y
 x

= −   +3
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ab a b a b a b= = × = ×2 2 2 2

	  1
aa

a a a
b b b b b

= × = × = × =1 1 1

	

فعالیت  ص 25 

فعالیت  ص 25 

١ )٢( ↔ )الف( 
     )٣( ↔ )ب( 
     )١( ↔ )پ( 
     )٤( ↔ )ت( 

 a a a≤ ≤ − a بدیهی است اگر ٠ < a آن گاه  a a− ≤ ≤ 2  اگر ٠ ≥ a آن گاه 
 ( )a a< ⇒ − >0 0

a a a
a b a b a b

b b b

− ≤ ≤ ⇒ − − ≤ + ≤ +
− ≤ ≤

جمع
	  3

( ) ( )a b a b a b a b a b a b− − ≤ + ≤ + ⇒ − + ≤ + ≤ + 	 4
a b a b⇒ + ≤ + 	

تذکر: به صورت مستقیم نیز می توانیم حکم را نتیجه بگیریم 

( ) ( )x y x y x y x y xy x y+ = + + ≥ + + = +2 22 2 2 22 2 	
( )a y x y⇒ + ≥ + 	

 x y x y+ ≥ + a پس  b a b+ = + از طرفی 
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1  روش اول 
 

,

,

x x
x

x x

− ≥− = 
− + <

1 1
1

1 1 	
x  : حالت اول  x x x≥ ⇒ − = − ⇒ = 5

1 1 4 3
3

قابل قبول   	

x : حالت دوم  x x x x< ⇒ − + = − ⇒ = ⇒ = 3
1 1 4 3 2 3

2
غیرقابل قبول  	

      روش دوم 

کار در کلاس  ص 26

( ) ( )x x x x x x− = − ⇒ − + = − +2 2 2 21 4 3 2 1 16 24 9       روش سوم 	

x

x x

x

 =− + = ⇒ 
− =

2

3

2
8 22 15 0

5

4

قابل قبول 

غ ق ق
	

      )در معادله اولیه صدق نمی کند.(

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

y

x

 =  


5
3

3
2

=
−

y
x

1

مجموعه جواب
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	  1

  2

	

,

,

,

x x

y x x x

x x

 − ≥

= − = − + − < <

 − < −

2

2 2

2

4 2

4 4 2 2

4 2

  3

	
( ) ( )

( )
( ) ( )

f x f x
y f x

f x f x

>= = 
− <

0

0

4  نمودار y = f    (x) را رسم می کنیم بخشی از 
نمودار که پایین محور xهاست را آینه وار به بالای 

محور xها منتقل می کنیم. 
  5

فعالیت  ص 27

-4 -3 -1 1 3 4

-5

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

-2 2

-4

y

x

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

y

x

٢-٢
+     ٠       -      ٠       +    x  ٤-٢

y = x2 - 4 
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1  تعداد جواب = ٤
 x = یکی ٢ x = یک جواب ٠

یک جواب بین ٢- و ٣-
یک جواب بین ٠ و١

  2

x x x x x
− ±− = − + ⇒ + − = ⇒ = = − ±2 2 2 12

1 2 1 2 2 0 1 3
2

	

1 الف( 
,

( )
,

x x
f x x x

x x

 ≥= = 
− <

2

2

0

0 	

ب(
,

( ) ,

,

x x

g x x x x

x x

 − ≥

= − = − + − < <

 − ≤ −

2

2 2

2

1 1

1 1 1 1

1 1
	

( )h x x x= − + +1 1 پ( 	

کار در کلاس  ص 27 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

1

2

3

4

5

-1

= −2 1y x= −2 1y x
y

x

تمرین  ص 28

1-1
+--x  -1
++-

x  +1
)3()١()٢(

0
0
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( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ,

x h x x x x x x

x h x x x h x x

x h x x x x x x

< − ⇒ = − − − + = − >
− ≤ ≤ ⇒ = − − + + ⇒ = − ≤ ≤


< ⇒ = − + + = − < −

1 1 1 2 2 1

1 1 1 1 2 1 1

1 1 1 2 2 1 	
2  فرض کنیم نقاط موردنظر روی محور طول ها به طول x باشند. 

x x+ + − =1 3 6 	
x x x x x> ⇒ + + − = ⇒ = ⇒ =3 1 3 6 2 8 4 مورد قبول  	

 ( )x x x− ≤ ≤ ⇒ + − − = ⇒ =1 3 1 3 6 4 6 غیرممکن   	
( ) ( )x x x x x< − ⇒ − + − − = ⇒ − = ⇒ = −1 1 3 6 2 4 2 قابل قبول   	

دو نقطه به طول های ٢- و ٤ جواب های مسئله اند. 

3  الف( 
x x

x
x x

− = ⇒ =− = ⇒ 
− = − ⇒ = −

3 7 10
3 7

3 7 4 	

xب(  x
x x

x x

− = ⇒ =− = ⇒ − = ⇒ 
− = − ⇒ =

6 2 8
2 6 4 6 2

6 2 4 	

پ( 
x x

x
x x

+ > ⇒ > −+ > ⇒ 
+ < − ⇒ < −

3 2 1
3 2

3 2 5 	
  4

)الف x
x x x x

x
−> ⇒ = ⇒ − = − ⇒ =
−

2 5
3 1 2 3

3 2
غیرقابل قبول  	

)ب x
x x x

x
−< ⇒ = ⇒ − = − + ⇒ =

− +
2

3 1 2 3 2 3
3

غیرممکن  	

این معادله جواب ندارد. 
 ( )x x x x− = + ⇒ − = +21 2 1 1 2 1 	
   x x x x≥ ⇒ − = + ⇒ = −1 1 2 1 2 غیرقابل قبول      	
 x x x x< ⇒ − + = + ⇒ =1 1 2 1 0 قابل قبول      	

−4 10

4 8

−5 −1

−4 10

4 8

−5 −1

−4 10

4 8

−5 −1
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5  الف( 
,

,

x xx
y x

x x x

− >= − = 
+ <

1 0

1 0 	
x x x

y
x x x

> ⇒ = − ⇒ == ⇒ 
< ⇒ + = ⇒ =

0 3 1 4
3

0 1 3 2

قابل قبول
غیر قابل قبول 	

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

=
−1

y
x

=
+1

y
x

( )y x x x= − = − −2 26 3 9 ب( 	
( ) ( )y x x= ⇒ − − = ⇒ − =2 23 3 9 3 3 12 	

x x− = ± ⇒ = ±3 12 3 12 	

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-9

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

y

x

= −y (x )23 = −y (x )23
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6   روش هندسی

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

=
−2

y
x

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

= −2y x

=1y

y

x

معادله دارای ٤ جواب است. 

x x x
x x

x x x

− = ⇒ = ⇒ = ±
− = ⇒ − = ±

− = − ⇒ = ⇒ = ±
2 1 3 3

2 1 2 1
2 1 1 1

	

d

h

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

= −2 2y x x
y

x

= 2y

  7
	

( )y x x x= − = − −2 22 1 1
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y را در دو نقطه قطع کرده است و دو جواب دارد. x x= −2 2 خط ٢ = y معادله نمودار 
 

x x x x x
x x x

x x x x

 ±− = ⇒ − − = ⇒ =
− = ⇒ ⇒ = ±


− = − ⇒ − + = ⇒ ∆ < ⇒

2 2
2

2 2

2 12
2 2 2 2 0

22 2 1 3

2 2 2 2 0 0 جواب ندارد 	

فعالیت  ص 29

OB = -و  ٣  OA = ٤  1
٧ = )٣-(-٤  2

٧  3
4 فاصله بین دو نقطه روی یک محور، قدر مطلق تفاضل طول های آن دو نقطه است. 

فعالیت  ص 30

1 الف
B A B AAB x x y y= − + −2 22

	
( ) ( )B A B AAB x x y y= − + −2 2

A
5

3

2 6

B

x

y
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الف( 

AB = + =2 22 1 5 ب(               	          
AC = + =16 64 80     	                   
BC = + =36 49 85      	                 

BC پس مثلث ABC در رأس A قائم الزاویه است.  AB AC= +2 2 2 پ( از آنجا که 

ت( شیب ها عکس قرینه هم هستند. 
B A

AB
B A

y y
m

x x

− −= = =
− − −

2 3 1

1 1 2 	

ACm
− −= = −

−
5 3

2
5 1

	

کار در کلاس  ص 30

A

B

C

x

y
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کار در کلاس  ص31

فرض کنیم P  (x,y) نقطه دلخواهی در عمودمنصف AB باشد داریم: 

( ) ( ) ( )PA PB x y x y= ⇒ + + = − + −2 2 2 23 6 15 	
( ) ( ) ( )x y x y+ + = − + −2 2 2 23 6 15 	

x y y x x y y+ + + = + − + − +2 2 2 26 9 36 12 30 225 	
x y+ =12 36 252 	

x y+ =3 21 	
از آنجا که مختصات نقطه P در معادله عمودمنصف صدق می کند پس نقطه P روی عمودمنصف 

( )− + =12 3 11 21 قرار دارد. 	

فعالیت  ص 35

 xM = ٢  1
2  طول نقطه M معدل طول های دو نقطه A و B است. 

 3
 A B

M A B M M A B M
x x

AM MB x x x x x x x x
+

= ⇒ − = − ⇒ = + ⇒ =2
2 	

4  مشابه کاری که در قسمت قبل انجام شد می توان نوشت: 
A B

M
y y

y
+

=
2 	
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الف( 
  ب(

Mx
+= =1 5

3
2                                       

 M )٤ ، ٣(      
My

+= =5 3
4

2                                      

کار در کلاس  ص 32

A
5

531

2

3 B

M

x

y

فعالیت  ص33

 1

AH
d

m
m
−= 1  	 d AHm m

−= ⇒ =1
2

2
	 2

  
AH معادله : ( )y x x y− = − ⇒ − =3 2 4 2 5 	 3

   	 , ( , )
y x y x

x x y H
x y x y

+ = + =  ⇒ ⇒ = ⇒ = = ⇒ 
− = − =  

2 5 2 5
5 15 3 1 3 1

2 5 4 2 10
                  4

( ) ( )AH = − + − =2 24 3 3 1 5 	 5

A

H

d

5

2

3

x

y
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1 فاصله A تا ضلع داده شده، طول ضلع مربع را به ما می دهد. 

 AH a
− −

= = = = ⇒
+

6 12 9 15
3

59 16
واحد مربع  ٩ = a2 = مساحت مربع 

2 چون دو خط موازی نیستند پس دو ضلع مجاور مستطیل اند و چون )٥ ، ٢(A روی هیچ یک از 
خطوط داده شده نیست پس A رأس مستطیل است که مقابل دو ضلع قرار دارد. فاصله A تا دو ضلع، 

طول و عرض مستطیل را به ما می دهد. 

AB
− −

= = =
+

4 15 2 13
13

4 9 13 	
AB

+ −
= =

+
6 6 1 1

9 4 13 	

مساحت مستطیل  AB AD= × = × =1
13 1

13
	)واحد مربع(   

کار در کلاس  ص 34

A

D

B x y+ =3 2 1

x y−      =2 3 2

تمرین  ص 35

1 الف( 
A

B

-6

-2

-1

3

7

3

C

x

y
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 AB

BC

= + =  ⇒
= + = 

25 81 126

81 25 126

ب( ABC متساوی الساقین است

 BC وسط ( , )M
−3 1

2 2
پ( 	

BCm m
−= ⇒ = ⇒5 9

9 5
) معادله عمودمنصف   )y x

−− = +1 9 3

2 5 عمودمنصف2
                                                                                           

y x x y− = − − ⇒ + = −10 5 18 27 18 10 22 	
BC معادله ضلع: ( )y x y x x y− = − ⇒ − = − ⇒ − + =5

3 3 9 27 5 15 5 9 12 0
9

	

( )
AH

− − − −
= =

+
5 9 2 12 1

25 81 106 	
  M)نیمه )١-،٤ ym در  xm و ١- =  باشد ٤ =   BC M وسط  2  وسط قطر مرکز دایره است اگر 

شعاع    دایره فاصله مرکز تا نقطه A است. 
MA R= = + =16 49 65 	

  3

الف( 
	 

( )( )
A

B

x x
x x x x

x x

= − ⇒ = −− − = ⇒ − + = ⇒ 
= ⇒ =

2
2 2

8 20 0 10 2 0
10 10 	

B AAB x x cm= − = + =10 2 12 ب( 	
پ( اندازه عرض نقطه مینیمم برابر ضخامت عدسی است. 

) طول نقطه ماکزیمم  )y= = ⇒ = − − = −28
4 4 8 4 20 36

2
	

ضخامت عدسی ٣٦ میلی متر است. 
4  یک نقطه دلخواه روی یکی درنظر گرفته و فاصله اش را تاخط دیگر محاسبه می کنیم. 

( , )c
A

b
−

0
	

( )c c c c
AH

a b a b

′ ′+ − + −
= =

+ +2 2 2 2

0

	
5  شعاع بر خط مماس در نقطه تماس عمود است. 

OA R
− + −

= = =
+

4 6 5 3

516 9 	
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R OS x x= ⇒ = ⇒ + = ⇒ =210 10 64 10 6 6  الف( 	

( , ) , ( , ) , ( , )PSm S Q P= = −8 1
6 8 100 100

16 2
         ب( 	

QSm = = −
−
8

2
4 	

PS QSm m PS QS× = × − = − ⇒ ⊥1
2 1

2 	 
پ(

         
ax y AH+ − = ⇒ =4 1 0 2 	  7

a
a a a a a

a

+ −
= ⇒ + = + ⇒ + + = +

+
2 2 2

2

8 1
2 7 2 16 14 49 4 64

16 	
                                           ق ق
a                                           ق ق	 a a


± ⇒ − + = ⇒ = 




14 16
3 14 15 0

	
( , )M −7 5 8  الف( 	

MCm
−= =

−
4 2

10 5 	
 MC معادله: ( )y x y x− = − − ⇒ − = − +2

1 3 5 5 2 6
5

	

x y+ − =2 5 11 0 	

BH
− + −

= =
+

6 15 11 2

4 25 29 	
A         ب(  C B D D D

A C B D D D

x x x x x x

y y y y y y

+ = + − + = − + ⇒ = −  ⇒ 
+ = + − + = + ⇒ = −  

11 3 3 5
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9  فرض کنیم نقطه (٢a، a) M در خط y = 2x باشد. 
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1 آشنایی بیشتر با تابع2
2 انواع توابع 
3 وارون تابع

4 اعمال روی توابع

تابع

مفهوم تابع در ریاضیات و علوم مختلف دارای کاربردهای فراوانی 
است.تابع در دنیای واقعی برای توصیف بسیاری از پدیده ها مورد 
استفاده قرار می گیرد.به طور نمونه قد متوسط کودکان را می توان 
) نمایش داد.  )f x x= +7 50 به صورت یک تابع رادیکالی مانند 

فصل
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3 وارون تابع
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مفهوم تابع در ریاضیات و علوم مختلف دارای کاربردهای فراوانی 
است.تابع در دنیای واقعی برای توصیف بسیاری از پدیده ها مورد 
استفاده قرار می گیرد.به طور نمونه قد متوسط کودکان را می توان 
) نمایش داد.  )f x x= +7 50 به صورت یک تابع رادیکالی مانند 

فصل
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بیان است و در  قابل  تابع رادیکالی  به وسیله یک  به قد متوسط کودکان است که  تصویر عنوانی راجع 
متن درس فعالیتی در این مورد آورده شده است. و تصاویر متعلق به فرزندان شهدای مدافع حرم است و به 
عنوان مثالی از کاربرد در دنیای واقعی است معمولاً توابعی که در دنیای واقعی دارای کاربرد هستند، ظاهر 
پیچیده ندارند. بنابراین توصیه می شود که از طرح مباحث دشوار که کاربردی هم در دنیای واقعی ندارند 

خودداری شود.

 تابع

مفهوم تابع در ریاضیات و علوم مختلف دارای کاربردهای فراوانی است. تابع در دنیای واقعی برای توصیف 
بسیاری از پدیده ها مورد استفاده قرار می گیرد. به طور نمونه قد متوسط کودکان را می توان به صورت یک تابع 

) نمایش داد. )f x x= +7 50 رادیکالی مانند 

1 آشنایی بیشتر با تابع2
2 انواع توابع 
3 وارون تابع

4 اعمال روی توابع

تابع

مفهوم تابع در ریاضیات و علوم مختلف دارای کاربردهای فراوانی 
است.تابع در دنیای واقعی برای توصیف بسیاری از پدیده ها مورد 
استفاده قرار می گیرد.به طور نمونه قد متوسط کودکان را می توان 
) نمایش داد.  )f x x= +7 50 به صورت یک تابع رادیکالی مانند 

فصل
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نقشه مفهومی فصل 2   

تابع

انواع تابع

پله ایرادیکالیگویا

جزء صحیح

عملگر

جمع، تفریق، تساوی
ترکیبوارونضرب وتقسیم

رابطه

بازنمایی هاخاصیت

دامنهیک به یک

هم دامنه

برد

جبری

گرافیکی

 نمودار ون

زوج مرتب

جدول
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مقدمه ای در مورد آموزش تابع   

  سیر تکامل مفهوم تابع
  تعریف در ریاضیات

  تعریف تابع
  ویژگی اساسی تابع

  بازنمایی های تابع و ارتباط بین آنها

   سیر تکامل مفهوم تابع
)دوره اولیه(: مفهوم تابع و مثال هایی خاصه از آن را از هزاران سال قبل می توان دنبال کرد؛ به طور 
مثال شمردن، چهار عمل اصلی )که توابعی از دو متغیرند(، ریشه های دوم، مکعب ها و ریشه های سوم و 
موارد زیادی از این دست همگی دربردارنده مفهوم تابع هستند. اگرچه سیر تکامل تابع به 4000 سال قبل 
برمی گردد، اما ریاضی دان ها تنها طی 500 سال گذشته تلاش های خود را برای ارائهٔ یک تعریف دقیق از 

تابع آغاز کرده اند.

 تسلط ایده های هندسی سیر تکامل مفهوم تابع
نیتز  انجام گرفت. لایپ  قرن هفدهم  پایان  در  تابع  و ریاضی گونه در مورد  )دوره دوم(: مطالعه دقیق 
)1716ــ1646( اولین کسی بود که اصطلاح تابع را در سال 1673 به کار برد. لایپ نیتز این عبارت را 
برای توصیف یک کمیت یا مقدار وابسته به یک منحنی، مثلاً طول یک نقطه روی منحنی یا شیب منحنی 

به کار برد.
اصطلاحات »ثابت«، »متغیر« و »پارامتر« نیز توسط لایپ نیتز معرفی شد.

حساب دیفرانسیل اولیه، حساب دیفرانسیلی از منحنی های هندسی بود تا حساب دیفرانسیلی از توابع. 
در حقیقت بیشتر حساب دیفرانسیل اولیه، با مسائلی در مورد منحنی ها و خواص منحنی ها از قبیل خط 

مماس و مساحت های تحت آنها سر و کار داشت )جونز 2006 به نقل از کلینر(.

  دوره ایده های جبری
)دوره سوم(: هم زمان با تغییر دیدگاه های ریاضی دانان از ایده های هندسی به ایده های جبری نماد تابع 

نیز دستخوش دگرگونی شد.
در سال 1718 برنویی اولین تعریف رسمی از تابع را ارائه کرد. برنویی یک تابع از یک متغیر را یک 
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نمی دهد  اگرچه وی توضیح  ثابت می داند.  تعدادی  و  متغیر  این  از  به هر شیوهٔ دلخواه  ترکیب شده  کمیت 
»به هر شیوهٔ دلخواه« به چه معنی است؟ تعاریفی که از تابع تا قرن نوزدهم بیان شد تعاریف دقیقی نیستند و 
تعاریف جامع و مانع به حساب نمی آیند ولی سیر تکامل تعریف را نشان می دهد و در تدریس بهتر است در 

نظر گرفته شود.
اویلر در سال 1748 تعریف زیر را ارائه کرد:

یک تابع از یک کمیت متغیر، عبارتی تحلیلی ترکیب شده به شکل دلخواه از آن کمیت متغیر و اعداد یا 
کمیت های ثابت است.

اویلر اولین کسی است که نماد f    (x) را به کار برد. تعریف اویلر تلاشی برای استفاده از جبر در جهت 
نمایش موضوعات هندسی بود. مشاهدات اویلر به یک دیدگاه وسیع تر از تابع منجر شد.

 استفاده از جبر در جهت نمایش موضوعات هندسی
تعریف اویلر شبیه تعریف برنویی است. اضافه شدن اصطلاح »عبارت تحلیلی« بااهمیت است، زیرا اندیشه 
را از هندسه به جبر تغییر می دهد. گرچه اویلر به صراحت عبارت تحلیلی را معرفی نمی کند ولی از نظر وی 
مثلثاتی، مشتق ها و  توابع  لگاریتم ها،  نماها،  قبول شامل چهار عمل جبری، ریشه ها،  قابل  تحلیلی  عبارت 
, را به عنوان دو تابع و نه 

( )
,

x x
f x

x x

≥
= − <

0

0
انتگرال هاست. به هر حال، روشن است که اویلر عبارت 

یک تابع در نظر می گرفته است.
  ورود نظریۀ مجموعه ها: )دورۀ چهارم(

در سال 1829 دیریکله مثالی  از یک تابع ارائه کرد که در آن یک مقدار به همه اعداد گویا و مقداری دیگر 
به همه اعداد گنگ نسبت داده می شود. این اولین مثال صریح از یک تابع بود که نه قابل نمایش به وسیلهٔ یک 
عبارت تحلیلی بود و نه یک منحنی قابل رسم بدون ابزار بود. این اولین مثال از یک تابع همه جا ناپیوسته 

بود.
مقارن با پایان قرن نوزدهم، ریاضی دان ها تلاشی را برای صورت بندی همهٔ ریاضیات با استفاده از نظریهٔ 

مجموعه ها کردند.
  1805( در سال 1837 چهارچوب تعریف یک تابع را برحسب یک تناظر قراردادی  دیریکله )1859ـ
بین متغیرهایی که با مجموعه های عددی نمایش داده شده اند، پی ریزی کرد. کلینر )1989(  به نقل از لوزین 
تعریف دیریکله را چنین ذکر می کند: y تابعی از متغیر x تعریف شده روی بازه a   <   x     < b است، هرگاه به هر 
مقدار متغیر x از این بازه یک مقدار معین از متغیر y نظیر شود. دیریکله اولین کسی بود که به صورت جدی 

مفهوم تابع را به عنوان یک تناظر دلخواه در نظر گرفت.
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در سال 1939 یک گروه از ریاضی دانان با نام مستعار بورباکی تابع را به شیوهٔ زیر تعریف کردند:
فرض کنید که E و F دو مجموعه باشند که ممکن است مجزا یا غیرمجزا باشند. یک رابطه بین یک متغیر 
x از E و یک متغیر y از F یک رابطهٔ تابع گونه در y نامیده می شود، هرگاه برای هر x در E، یک y یکتا در 
F وجود داشته باشد که در رابطه داده شده با x باشد. بورباکی بعداً همچنین تعریف تابع را به عنوان یک 

زیرمجموعهٔ خاص از حاصل ضرب دکارتی E و F داد.
تعریف بورباکی را می توان اولین تعریف تابع به عنوان یک مجموعه از زوج های مرتب دانست. این دوره 
را می توان حضور یک دیدگاه جدید یعنی مفهوم منطقی )مجرد، ترکیبی، اصل موضوعی( جدید از تابع در 

برابر مفهوم جبری )محسوس، تحلیلی و ساختنی( قبلی از تابع تلقی کرد. )کلینر 1989(.
در حقیقت مفهوم تابع یکی از خصیصه های متمایزکننده ریاضیات »مدرن« در برابر ریاضیات »کلاسیک« 

است )کلینر 1989(.

ارائۀ تعریف در آغاز تدریس   

گام آخر در علم ریاضی، صورت بندی مسائل از طریق اصل موضوعی ساختن آن است. این نقطهٔ پایانی، 
نباید به عنوان نقطهٔ آغازین تدریس ریاضی به حساب آید )فرودنتال، 1991(.

دانش پداگوژیکی محتوا  

 اتصال دانش اولیه به دانش جدید ــ ارائۀ تعریف
درحالی که می توان تعریفی را در قالب یک جمله بیان کرد، باز کردن یک تعریف یک کار شناختی دشوار 

است )سلدن 1992(.
به نظر تال )1990( به عوض سر و کار داشتن در ابتدا با تعاریف رسمی، که شامل عناصر ناآشنا برای 
یادگیرنده است، بهتر است کوشش شود تا رویکردی پیدا شود که بر مبنای آن ایده هایی نباشند که دارای 
نقش دوگانه آشنا بودن برای دانش آموزان و نیز فراهم ساختن پایه ای برای رشد ریاضی بعدی باشند. تال 

چنین ایده ای را ریشه شناختی می نامد.
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یک ریشه شناختی از یک بنیان ریاضی متفاوت است. درحالی که یک بنیان ریاضی یک نقطهٔ شروع مناسب 
برای توسعه منطقی یک موضوع است، یک ریشه شناختی، مناسب تر برای پیشرفت برنامه آموزشی است.

  ویژگی اساسی تابع چیست؟
فرودنتال در تحلیل جامع خود )1983( دلخواه بودن و یکتایی )یک بنیانی بودن( را به عنوان ویژگی های 

اساسی تابع، به شکلی که در طول تاریخ تکامل پیدا کرده است در نظر می گیرد.
Arbitrariness

طبیعت دلخواه تابع به هم به ارتباط بین دو مجموعه ای که به وسیلهٔ آنها تابع تعریف می شود و هم به خود 
مجموعه ها برمی گردد.
Univalence

یکتایی به نوع ارتباط بین اعضای دو مجموعه برمی گردد.
  بازنمایی های مختلف

درک یک مفهوم در یک بازنمایی آن، لزوماً به این معنی نیست که فرد آن را در هر بازنمایی دیگر نیز درک 
می کند. دانش آموزان باید مفاهیم را در بازنمایی های مختلف آن درک کنند و قادر باشند که آنها را به یکدیگر 
تبدیل کنند و بین آنها ارتباط برقرار کنند. بازنمایی های مختلف بصیرت های متفاوتی را به دست می دهند که 

امکان یک درک بهتر، عمیق تر، نیرومندتر و کامل تر از مفهوم را به دست می دهد.
وقتی فرد با بازنمایی های متفاوت یک مفهوم ریاضی سروکار دارد، ممکن است مفهوم را با به چنگ آوردن 
خواص مشترک آن و نادیده گرفتن مشخصه های نامربوطی که بر آن بازنمایی به خصوص در دسترس تحمیل 

شده اند، انتزاع کند.

اهداف کلی فصل  

١  آشنایی بیشتر با تابع و بازنمایی های آن

2  معرفی برخی از انواع توابع

٣  درک مفهوم وارون تابع و محاسبه تابع وارون

٤  آشنایی با اعمال روی توابع و ترکیب توابع
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اهداف درس    

1  درک ضابطه های تابع، دامنه، برد و هم دامنه

٢  توانایی در نمایش یک تابع به کمک دامنه، هم دامنه و ضابطهٔ تابع

٣  درک تابع به عنوان یک ماشین 

٤  توانایی تشخیص تساوی دو تابع

٥  آشنایی با برخی از کاربردهای واقعی تابع

کار در کلاس  و سپس  کرده  مرور  پاسخ  و  پرسش  با  را  قبل  کتاب سال  در  تابع  پیش نیازهای  ابتدا  در 
صفحه     38 را دانش آموزان حل نمایند. تأکید بر ارتباط بین دامنه و برد و ضابطه به همراه نمودار در قسمت 

الف حائز اهمیت است.

1
درس

 آشنایی بیشتر با تابع



63فصل دوم: تابع

کار در کلاس  صفحه 38

در این کار در کلاس یادآوری مطالبی که در کلاس دهم خوانده اند مورد نظر بوده است و همچنین دقت 
بیشتری در نمایش تابع لحاظ شده است. مطالب این کار در کلاس در کلاس درس باید بحث شود. ممکن 
است دانش آموزان در پاسخ به این سؤالات دچار اشتباه هم شوند، اشتباهات هم می تواند بخشی از مسیر 
آموزش باشد. صرف پیدا کردن جواب برای ما کفایت نمی کند. ما می خواهیم دانش آموزان درگیر حل مسئله 
شوند، درگیر بحث و گفت وگو شوند، مثال نقض بیاورند، استدلال بیاورند، رد کنند، توجیه کنند که همهٔ اینها 

یک تابع از مجموعه A به مجموعه B، رابطه ای بین این دو مجموعه است که در آن به هر عضو A، دقیقاً 
یک عضو از B نسبت داده می شود. A را دامنهٔ تابع و B را هم دامنهٔ تابع می نامند. برد تابع زیرمجموعه ای 

از هم دامنه است. 

الف( با توجه به توابع داده شده در جدول زیر، مشخص کنید هر نمودار مربوط به کدام تابع است و جدول 
را نیز کامل کنید. شباهت ها و تفاوت های نمودارها را با هم مقایسه کنید.

k (x) = x2s (x) = x2t (x) = x2h (x) = 2xg (x) = 2xf (x) = 2xتابع

[ − 1
2  , 2](-  ∞ , 0](-2 , 2]{-1 , 1 , 2}دامنه تابع

برد تابع
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درس

آشنایی بیشتر با تابع

کاردرکلاس 

تابع f      (x)=2x g      (x)=2x h     (x)=2x t  (x)=x2 s     (x)=x2 k     (x)=x2

دامنه تابع  {-1,1,2} (-2 ,2]  (-∞,0] , −  
1

2
2

برد تابع  {-2,2,4} (-4,4] [0,+∞) [0,+∞) [0,4)
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فرایندهایی در آموزش ریاضیات هستند که به اندازهٔ جواب و محصول دارای ارزش هستند و شاید ارزش 
بالاتری داشته باشند. در این مثال مثلاً باید بچه ها استدلال کنند که کدام نمودار دامنهٔ }1,1,2-{ دارد و 
سپس برد تابع را به دست آورند. در پاسخ های اشتباه ممکن است نکاتی نهفته باشد که معلم بتواند اشکالات 
دانش آموزان را دریابد. در قسمت ب این کار در کلاس دو تابع داده شده است که ضابطه مشخص است و 
ممکن است پاسخ های دانش آموزان برای دامنه جواب های متفاوتی باشد و این سؤال از سؤالات باز پاسخ 

هستند سپس به طرز نمایش تابع پرداخته می شود؛ مثلاً در تابع f در قسمت الف داریم:
:f → 

f      (x)=2x

و تابع h به صورت زیر است:
h:(-2,2]→(-4,4]
h (x)=2x

و این نکته باید بیان شود که هم دامنهٔ تابع را می توان هر مجموعهٔ دلخواهی شامل برد تابع در نظر گرفت. 
به دانش آموزان باید اجازه داد که مثال های دیگری را خودشان مطرح کنند. که در کار در کلاس صفحهٔ 
40 این موضوع در نظر گرفته شده است و با توجه به سطح کلاس دانش آموزان می توانند پاسخ های جدید 

را نیز بیاورند.
مطلب بعدی از تابع به عنوان یک ماشین تغییر کرده است که موضوع متغیر وابسته و متغیر مستقل را 
نیز تداعی می کند که دانش آموزان از دبستان با این مفهوم آشنا هستند. کار در کلاس صفحهٔ 40 نیز برای 

39تسلط بر این مفهوم است. فصل دوم : تابع

ب( جدول روبه رو را به دلخواه )متفاوت از قسمت الف( کامل و نمودار هر 
تابع را رسم کنید. پاسخ خود را با پاسخ دوستانتان مقایسه کنید. چند پاسخ 

متفاوت برای f و g می توان ارائه کرد؟

g (x ) = x2f (x ) = 2xتابع

دامنه

برد

 و ضابطه آن نیز f (x) =2x است.   و هم دامنهٔ   به طور مثال تابع f در قسمت الفِ کار در کلاس قبل، تابعی است با دامنهٔ 
برای سادگی و اختصار این تابع را به صورت مقابل نمایش می دهند:

 است.)  به  (     f تابعی از   :
( )

→
 = 2

 f

f x x
 

: ( , ] ( , ]
( )

− → −
 =

2 2 4 4

2

h

h x x

به همین ترتیب تابع h قسمت الف را می توان چنین نمایش داد.  

: ( , ]
( )

− →
 =

2 2

2

h

h x x
تابع h را به صورت مقابل هم می توان معرفی کرد. 

در هر دو نمایشِ اخیرِ تابعِ h، دامنه مجموعه [2 , 2-) و ضابطه آن h  (x ) = 2x است. در نمایش اول هم دامنه [4 , 4-) است که 
 در نظر گرفته ایم. در این حالت نیز برد تابع [4 , 4-) است. همان برد تابع است. در نمایش دوم h، هم دامنه را 

هم دامنهٔ تابع را می توان هر مجموعه دلخواهی شامل برد تابع در نظر گرفت.

برای مشخص بودن یک تابع باید دامنه، هم دامنه و دستور یا قاعده ای که نحوهٔ ارتباط بین اعضای دامنه و اعضای 
هم دامنه را نشان می دهد معلوم باشد.
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تابعg     (x)=x2f     (x)=2xراه حل دیگری می تواند به صورت روبه رو باشد:

( , ]− 3
1

2

دامنه

[ , ]9
0

4
{ ln }n ∈2 برد
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نیز مثال هایی آورده شده است.  تابع ارائه شده و در کار در کلاس و تمرین  در صفحه 41 تساوی دو 
توصیه می شود از مثال های خیلی پیچیده خودداری شود تا دانش آموزان تساوی دو تابع را با مثال های ساده 

و حتی الامکان از روی نمودار و ضابطه درک کنند.

) و  ) x
f x

x
= ) با هم برابرند ولی تابع های  ) | |g x x= ) و  )f x x= 2  مثال:  تابع های 

) برابر نیستند.چرا؟ ) =1g x

 gD =  } است درحالی که تابع g    )x(=1 دارای دامنهٔ  }fD = − 0

، دامنهٔ آن  ( ) x
f x

x
= حل: تابع 

می باشد. بنابراین هرچند ضابطه ها به ظاهر برابر هستند ولی دامنه ها برابر نیستند، پس دو تابع f و g برابر نمی باشند، 
)g   )0(=1 و f      )0(    = در نمودار نیز می بینید که دو تابع بر هم منطبق نیستند )تعریف نشده

OO

g

y

x

(x)=1f (x)= x
x

y

x
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در کار در کلاس زیر مثال هایی ساده ولی کمی آشنا برای دانش آموزان مطرح شده است که با حل آنها  
درک تساوی دو تابع به دست می آید.

حل:
مشترکشان،  دامنه  در   x هر  ازای  به  ولی   ، { , }f gD D= = 1 5 برابرند  هم  با   g و   f توابع  دامنه    ١  

.f ≠g پس .f    )1( ≠ g  )1( و g      )1(=7 و f     )1(=2 ًضابطه ها برابر نیستند؛ مثلا
2  دامنه دو تابع f و g با هم برابرند و به ازای هر x در دامنه مشترکشان، ضابطه ها نیز برابرند، بنابراین دو 

.)f      (a)=g  (a)=b و f     (c)=g    (c)=d   ( با هم برابرند g و f  تابع
+ است، پس دو تابع با هم برابر نیستند، هرچند که ضابطهٔ 

  و دامنه تابع g برابر  3  دامنه تابع f برابر 

دو تابع برابرند.
.f ≠g پس .f     )-1(  =   -1 و g     )-1(     =1 ًولی ضابطهٔ آنها برابر نمی باشد؛ مثلا  4  دو تابع دارای دامنهٔ برابر 

 است، از طرفی ضابطهٔ آنها نیز برابر است پس دو تابع f و g برابرند. 5  دامنه دو تابع f و g برابر 

تمرین 2 کار در کلاس مثالی از یک پدیده واقعی بیان شده که ضمن حل آن دانش آموزان به این نکته توجه 
می کنند که شرط تساوی دو تابع و تأثیر دامنه و برد به چه صورت است.

کار در کلاس  صفحه 41

١ در جدول زیر کدام یک از توابع داده شدهٔ زیر باهم برابرند؟ دلیل بیاورید:   

×g = {(1 ,  7) , (5  ,  2)}f = {(1 , 2) , (5 ,  7)}1

g = {(c  ، d   ) , (a  ، b)} f   = {(a  ,  b) , (c ,  d  )}2

×
g =  2 → 

g  (x) = 3x

 f  :  → 
f    (x) = 3x

3

×g  (x) = x2f (x) = x  |x  |4

( ) xg x = 8
2f (x) = 4x5
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نیز  را  آن  آن صدای  نور  دیدن  از  اندکی پس  می دهد،  آذرخش رخ  پدیدهٔ  آسمان  در  وقتی    2

می شنویم. صدای ناشی از آذرخش هر 3 ثانیه حدود یک کیلومتر را طی می کند. رابطه بین فاصله ما 
از مکان وقوع آذرخش و زمانی که طول می کشد تا صدای آن را بشنویم در جدول زیر )برای برخی 

:t∈ [4 ,  12] زمان ها( داده شده است، اگر
الف( جدول را کامل کنید:

1211 110
5986514

t )ثانیه(24

411
3

51
5

38
3

25
3

3
2

4
h )کیلومتر(3

ب( چرا h تابعی از t است؟ آذرخش هر 3 ثانیه حدود یک کیلومتر را طی می کند و فاصله ما از 
مکان وقوع آذرخش به زمان وابسته است.

[ , ] , [ , ]D R= = 4
4 12 4

3
پ( دامنه و برد این تابع را بنویسید.                                             

: [ , ] [ , ]

( )

h

t
h t

 →

 =

4
4 12 4

3

3

ت( نمایش مقابل از تابع h کامل کنید:                                                    

y را رسم کنید و شباهت ها و تفاوت های آنها را بیان کنید. x= 1
3

ث( نمودار تابع h و نمودار تابع 
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شباهت ها   

  ضابطهٔ هر دو تابع برابر است. )یک سوم متغیر مستقل برابر متغیر وابسته است.(
  دو تابع در بازهٔ ]4,12[ با هم برابر هستند.

x است.
y =

3
  نمودار h بخشی از نمودار 

تفاوت ها  

( [ , ] , )h fD D= =4 12    دامنه دو تابع با هم برابر نیستند. 

( [ , ] , )h fR R= =4
13 4

3
   برد دو تابع با هم برابر نیست. 
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2
درس

انواع توابع

اهداف درس  

) در دامنه های متفاوت )f x
x

= 1 1  آشنایی با توابع گویا، رسم تابع 

) و رسم نمودار آنها )f x ax b= + 2  آشنایی با توابع رادیکالی به شکل 

) و رسم نمودار توابع رادیکالی به کمک انتقال )f x ax b= + 3  تعیین دامنه و برد توابع 

4  آشنایی با معادلات ساده ای که یک تابع را نمایش می دهند.

5  آشنایی با توابع پله ای و جزء صحیح و رسم آنها

روش تدریس: انواع توابع   

این درس با تعریف تابع گویا شروع می شود و سپس در کار در کلاس صفحه 45 مثالی ساده از تابع گویا 
ارائه شده است که بیشتر در این قسمت توجه به دامنه و آشنایی مختصر با رسم چنین توابعی است. توصیه 
می شود از بیان مثال های پیچیده و رسم آنها در این قسمت خودداری شود و سطح سؤالات در همین حد 

باشد.
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ضابطهٔ همهٔ توابع یکی است ولی دامنهٔ آنها با هم برابر نیستند، لذا 

گویای  تابع  توابع،  این  رسم  پایه  می شود.  دیده  متفاوتی  نمودارهای 

 است که نمودار آن به صورت روبه رو است:
: { }

( )

f

f x
x

− →

 =

0

1

 

45 فصل دوم : تابع

 است، اما ممکن است دامنه را به مجموعه های دیگری محدود کنیم. دامنه f را با Df نمایش  ) برابر {0}- ) =f x
x
1 دامنه تابع 

می دهیم. دامنه یک تابع گویا مجموعهٔ همهٔ مقادیری است که به ازای آنها، عبارت جبریِ گویایِ نمایش دهندهٔ ضابطهٔ تابع، تعریف  شده 

 است.   ) مجموعهٔ {2-}- ) =
+

f x
x

5

2
باشد؛ مثلاً دامنه تابع 

مشخص کنید که هر نمودار زیر متناظر با کدام تابع است؟ دلیل بیاورید.

 
:

( )

→

 =

1

 f

f x
x

                    
:

( )

+ →


=
1

 g

g x
x

                    
{ }: , ,

( )

 →



=

1 2 3

1

h

h x
x

                    
{ }:

( )

 − →



=

0

1

 t

t x
x
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کار در کلاس  صفحه 45

g

f h

t 
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در ادامه با معرفی تابع رادیکالی که زیر رادیکال یک تابع خطی می باشد، سعی بر توجه دانش آموزان به 
رسم توابع و پیدا کردن دامنه و برد آنها شده است. رسم این توابع به کمک نقطه یابی و انتقال از دیگر اهداف 

کار در کلاس های صفحه 46 و صفحه 47 می باشد.

y به چه صورت است  x= دانش آموزان در این کار در کلاس، استدلال می کنند که اولاً نمودار تابع 
)در سال گذشته خوانده اند(، ثانیاً اگر به کمک انتقال آن را رسم کنند، کدام یک از نمودارهای رسم شده 
انتخاب  از  نهایت پس  در  و  آشنا می شوند  آن  بازنمایی های مختلف  با  یعنی  با صورت سؤال است  متناظر 

46

تابعی را که هر عدد نا منفی را به ریشه دوم نا منفی آن نسبت می دهد 
 =y x یا   ( ) =f x x به صورت  و  می نامند  دوم  ریشه  تابع 
نمایش می دهند. نمودار تابع در شکل نشان داده شده است. دامنه 
) یک تابع  ) =f x x و برد این تابع، بازهٔ (∞ + , 0[ است. تابع 

رادیکالی است.

y= نمودار چهار تابع: x به کمک نمودار تابع 

) )الف ) = +f x x 3 ) )ب       ,         ) = −h x x 3 ) )پ      ,         ) = −g x x 3 ) )ت       ,         ) = +r x x 3

رسم شده اند. تابع مربوط به هر نمودار را مشخص و دامنه و برد آن را معلوم کنید.

-1 1 2 3 4 5 6 7

-1

0

1

2

3

x

y

کاردرکلاس 

توابع رادیکالی ) تابع ریشه دوم(
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( ) , [ , ) , [ , )f fr x x D R= + = − +∞ = + ∞3 3 0

( ) , [ , ) , [ , )h hh x x D R= − = +∞ = − +∞3 0 3 ( ) , [ , ) , [ , )g gg x x D R= − = +∞ = +∞3 3 0

( ) , [ , ) , [ , )f fr x x D R= + = − +∞ = + ∞3 3 0;

( ) , [ , ) , [ , )h hh x x D R= − = +∞ = − +∞3 0 3; ( ) , [ , ) , [ , )g gg x x D R= − = +∞ = +∞3 3 0;

کار در کلاس  صفحه 46

( ) ; [ , ) , [ , )f ff x x D R= + = − +∞ = +∞3 3 3
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صحیح نمودار، دامنه و برد چگونه از روی نمودار به دست می آید. پاسخ های نادرست آنها در کلاس مورد 
بررسی قرار گیرد. حدود و ثغور این مطلب نیز در حد انتقال افقی و عمودی است.

) را رسم کنند و دامنه را هم با توجه به  )f x ax b= + دانش آموزان باید قادر باشند توابعی به صورت 
نمودار آن و هم با توجه به شرط نامنفی بودن عبارت زیر رادیکال تعیین کنند و برد آن را نیز از روی نمودار 

مشخص نمایند. 

فعالیت  صفحه 47

48

الف( جدول زیر را کامل کنید. در همین صفحه با استفاده از این جدول نمودار تقریبی f را رسم کرده ایم.

60493630251610410x

104/29288/38572/150f   (x)

معادلاتی که دارای دو متغیر مانند x و y هستند یک رابطه را نشان می دهند؛ مثلاً معادلهٔ x  + y  =2 شامل همه زوج های  مرتبی 
یا   y = -x + 2 به صورت  را  معادله  است.این  خط  یک  معادله  این  برابر2است.نمودار  آنها  مؤلفه های  مجموع  که  است 
f  (x)= -x + 2 نیز نمایش می دهند. بسیاری از توابع با یک معادله بیان می شوند، اما الزاماً یک معادله با دو متغیر برحسب 

y یک تابع را مشخص نمی کند. x و 

10 20 30 40 50 600

50

100

x

y

معادلات و توابع

 مثال
الف( در معادله  y    ،-x2  +   y = 4 را برحسب x به دست آورید. آیا y تابعی از x است؟

 حل:  داریم y = x2 +4. این معادله یک سهمی را مشخص می کند که همان تابع f  (x) = x2 +4 است.
ب( آیا در معادله y    ،x   -y2 = 4 تابعی از x است؟

= به ازای x   = 5 داریم: y =  ± 1. یعنی فقط نقاط (1,  5) و  ± − 4y x  حل: اگر y را برحسب x به دست آوریم داریم: 
(1- ,  5) روی نمودار تابع قرار دارند. بنابراین، این معادله یک تابع را نمایش نمی دهد.

ب( برد این تابع چیست؟
پ( قد یک کودک چهار ساله تقریباً چقدر است؟

ت( با استفاده از ضابطه تابع یا نمودار آن مشخص کنید 
که کودکی با قد 75 سانتی متر حدوداً چند ماهه است.

48

الف( جدول زیر را کامل کنید. در همین صفحه با استفاده از این جدول نمودار تقریبی f را رسم کرده ایم.

60493630251610410x

104/29288/38572/150f   (x)

معادلاتی که دارای دو متغیر مانند x و y هستند یک رابطه را نشان می دهند؛ مثلاً معادلهٔ x  + y  =2 شامل همه زوج های  مرتبی 
یا   y = -x + 2 به صورت  را  معادله  است.این  خط  یک  معادله  این  برابر2است.نمودار  آنها  مؤلفه های  مجموع  که  است 
f  (x)= -x + 2 نیز نمایش می دهند. بسیاری از توابع با یک معادله بیان می شوند، اما الزاماً یک معادله با دو متغیر برحسب 

y یک تابع را مشخص نمی کند. x و 

10 20 30 40 50 600

50

100

x

y

معادلات و توابع

 مثال
الف( در معادله  y    ،-x2  +   y = 4 را برحسب x به دست آورید. آیا y تابعی از x است؟

 حل:  داریم y = x2 +4. این معادله یک سهمی را مشخص می کند که همان تابع f  (x) = x2 +4 است.
ب( آیا در معادله y    ،x   -y2 = 4 تابعی از x است؟

= به ازای x   = 5 داریم: y =  ± 1. یعنی فقط نقاط (1,  5) و  ± − 4y x  حل: اگر y را برحسب x به دست آوریم داریم: 
(1- ,  5) روی نمودار تابع قرار دارند. بنابراین، این معادله یک تابع را نمایش نمی دهد.

ب( برد این تابع چیست؟
پ( قد یک کودک چهار ساله تقریباً چقدر است؟

ت( با استفاده از ضابطه تابع یا نمودار آن مشخص کنید 
که کودکی با قد 75 سانتی متر حدوداً چند ماهه است.

48

الف( جدول زیر را کامل کنید. در همین صفحه با استفاده از این جدول نمودار تقریبی f را رسم کرده ایم.

60493630251610410x

104/29288/38572/150f   (x)

معادلاتی که دارای دو متغیر مانند x و y هستند یک رابطه را نشان می دهند؛ مثلاً معادلهٔ x  + y  =2 شامل همه زوج های  مرتبی 
یا   y = -x + 2 به صورت  را  معادله  است.این  خط  یک  معادله  این  برابر2است.نمودار  آنها  مؤلفه های  مجموع  که  است 
f  (x)= -x + 2 نیز نمایش می دهند. بسیاری از توابع با یک معادله بیان می شوند، اما الزاماً یک معادله با دو متغیر برحسب 

y یک تابع را مشخص نمی کند. x و 

10 20 30 40 50 600

50

100

x

y

معادلات و توابع

 مثال
الف( در معادله  y    ،-x2  +   y = 4 را برحسب x به دست آورید. آیا y تابعی از x است؟

 حل:  داریم y = x2 +4. این معادله یک سهمی را مشخص می کند که همان تابع f  (x) = x2 +4 است.
ب( آیا در معادله y    ،x   -y2 = 4 تابعی از x است؟

= به ازای x   = 5 داریم: y =  ± 1. یعنی فقط نقاط (1,  5) و  ± − 4y x  حل: اگر y را برحسب x به دست آوریم داریم: 
(1- ,  5) روی نمودار تابع قرار دارند. بنابراین، این معادله یک تابع را نمایش نمی دهد.

ب( برد این تابع چیست؟
پ( قد یک کودک چهار ساله تقریباً چقدر است؟

ت( با استفاده از ضابطه تابع یا نمودار آن مشخص کنید 
که کودکی با قد 75 سانتی متر حدوداً چند ماهه است.

60493630251610410x

104/2999288/3857872/1645750f   (x)

R   =[50,104/2]                :می باشد که با توجه به جدول داریم f     (x) ب( برد تابع، مجموعه مقادیر
پ( هدف این سؤال، تفسیر دانش آموزان از نمودارها می باشد و اینکه چگونه از روی بازنمایی جدول و 
نمودار می توان مقادیر خواسته شده را پیدا کرد. کودک چهار ساله حدوداً 49 ماه دارد )با توجه به جدول 

داده شده که برای 49 ماه، 99 سانتی متر است( پس حدوداً 99 سانتی متر می باشد.
( )f x x= ⇒ + =75 7 50 75 ) است. پس:                       )f x x= +7 ت( ضابطهٔ تابع 50

x x⇒ = ⇒ = 25
7 25

7                                                                            

( ) /x cm⇒ = ≅225
12 76

7 بنابراین حدوداً 13 ماهه است. انتظار می رود که دانش آموز بتواند نمودار را تجزیه و تحلیل کند.                                                         
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رابطه بین معادلات و توابع در ادامه صفحه 48 و صفحه 49 آورده شده است که توصیه به مثال های 
خیلی سخت نمی شود. اینکه هر معادله ای بر حسب x و y لزوماً تابع نیست، کافی است. معمولاً برای تأیید 
تابع بودن از نمودار کمک گرفته و برای رد آن از عددگذاری استفاده می کنیم. اثبات تابع بودن از طریق 
ضابطه در کلاس درس معمولی لزومی ندارد. کار در کلاس صفحه 49 گویای این مطلب است و تشخیص 

با استفاده از نمودار کفایت می کند.

کار در کلاس  صفحه 49

کدام یک از معادلات زیر یک تابع را مشخص می کند؟ دلیل بیاورید.

 	    y = |x  |+1 )الف

تابع نیست.    *       x = |y |+1 )ب

روش اول: به کمک نمودار
روش دوم: به ازای یک x، دو مقدار برای y به دست می آید.

| | ( )y x y x= − ⇒ = ± −1 1

روش سوم: مثال نقض: فرض کنید x    =2، در این صورت y      |=1  | پس y       =   ±1، یعنی به ازای یک 
مقدار x دو مقدار برای y به دست آمده است.

تابع پله ای با بیان یک فعالیت در دنیای واقعی )صفحه 49( و سپس کار در کلاس )صفحه 50( به طور 
کامل معرفی شده است. این نوع تابع در مسائل واقعی نمونه های بسیاری دارند که دو نمونه از آنها بیان شده 
است. نوشتن ضابطه و حل مسائل به کمک آنها و رسم چنین توابعی در فعالیت و کار در کلاس حائز اهمیت 

می باشد. استفاده از مثال های مثبت و منفی، یادگیری این مفهوم را آسان تر می کند.

1

1

1

1

موازی  خط  هر  زیرا  است  )تابع 
در  حداکثر  را  نمودار  yها  محور 

یک نقطه قطع می کند(. 

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کلاس  در  کار  در  است.  گردیده  معرفی  پله ای  تابع  خاص  حالت  عنوان  به  جزء صحیح  تابع  سپس 
تمام  بیان  از  توابع داده شده است. توصیه می شود  این  از چگونگی رسم  مثالی ساده و مهم  صفحه  51 
ویژگی های تابع جزء صحیح و تمام حالت های رسم آن در کلاس خودداری شود. البته متناسب با سطح 
دانش آموزان می توان برخی ویژگی ها را بیان کرد ولی جزء اهداف کتاب نمی باشد. برای رسم تابع جزء 
صحیح ابتدا با توجه به بازه داده شده x را در بازه قرار داده و عبارت درون جزء صحیح را به کمک این 
بازه تولید می کنیم. سپس آنچه به وجود آمده را یک واحد یک واحد در بازه های مجزا قرار داده و جزء 
صحیح آن عبارت را محاسبه می کنیم و در نهایت بازه ها را دوباره به محدوده x تبدیل کرده و نمودار را 

در این بازه رسم می کنیم.

فعالیت  صفحه 49

ٔ

10 < x ≤ 125 < x ≤ 102 < x ≤ 50 < x ≤ 2   x

2017105     f   (x)

ٔ   ٔ
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1  نمودار تابع f    (x) = [2x] را در بازهٔ ]2 , 1-] رسم کنید )جدول و نمودار داده شده را کامل کنید(.

-1 ≤ x    ≤ 2 ⇒ -2 ≤ 2x   ≤ 4 	
2x    =43 ≤ 2x < 42 ≤ 2x < 31 ≤ 2x < 20 ≤ 2x < 1-1 ≤ 2x < 0-2 ≤ 2x < -12x

43210-1-2[2x ]

x     =23
2  ≤ x < 2x≤ < 3

1
2

x≤ <1
1

2
x≤ < 1

0
2− 1

2
 ≤ x < 0-1 ≤ x < − 1

2x

کار در کلاس  صفحه 51

) را در بازهٔ ]3 , 3-] رسم کنید )کامل کنید(. )f x x =   
1
3

2 نمودار تابع 
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اهداف درس    

1  درک مفهوم وارون یک تابع )رابطه(

2  محاسبه تابع وارون برخی از توابع

3  آشنایی با توابع یک به یک

4  رسم نمودار تابع وارون و ارتباط آن با تابع ابتدایی

فعالیت ص 55 به معرفی وارون یک تابع و تابع وارون پرداخته است که با انجام آن، دانش آموزان به دامنه 
و برد تابع و وارون یک تابع و شرط وارون پذیری یک تابع به کمک شما معلمان گرامی پی می برند. انجام 
فعالیت به کمک خود دانش آموزان به درک بهتر این موضوع کمک بسزایی می کند. با توجه به سطح کلاس 

می توانید این فعالیت را غنی تر کنید. ولی نکتهٔ مهم این است که دانش آموز فعالیت را حل کند.

3
درس

وارون تابع
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دو تابع f و g را در نظر بگیرید:

-1

1

-2

2

1

4

6

2

3

5

36

4

9

25

A B
f

C D
g

توان دوم عدد         عدد

اگر رابطهٔ بین دو مجموعه به صورت زوج های مرتب داده شده باشد، رابطه ای را که از جابه جایی 
دو مؤلفه هر زوج مرتب رابطه به دست می آید وارونِ آن رابطه می نامیم.

اگر f یک تابع باشد وارون آن را با f         -1 نمایش می دهیم و به صورت زیر تعریف می کنیم: 
f                -1 = {(y , x) | (x , y) ∈ f    }

اگر f    -1 تابع باشد آن گاه f را وارون پذیر )معکوس پذیر( وf    -1 را »تابع وارون« f می نامیم.

 اشتباه گرفت.
f
1 توجه کنید که f    -1 را نباید با 

-1

1

-2

2

1

4

6

2

3

5

36

4

9

25

A B
f

C D
g

مساحت مربع              طول ضلع مربع

الف( f و g را به صورت زوج های مرتب نمایش دهید و دامنه و برد هر یک را بنویسید. 
f = 
g = 
Df =  Dg =
Rf =  Rg =

ب( اگر جای دو مؤلفهٔ هر زوج مرتب در f و g را عوض کنیم، روابط جدیدی به دست می آید. آنها را به ترتیب 
h و k بنامید. h و k را وارون رابطه های f و g می نامیم. h و k را به صورت مجموعه زوج های مرتب بنویسید.

h = 
k =  

کدام یک از رابطه های h و k تابع است؟ دلیل بیاورید.

3
درس

وارون توابع

 فعالیت 
دو تابع f و g را در نظر بگیرید:

فعالیت  ص 55

الف( f و g را به صورت زوج های مرتب نمایش دهید و دامنه و برد هر یک را بنویسید. 
f = {(6,36) , (2,4) , (3,9) , (5,25)}

g = {(-1,1) , (1,1) , (-2,4) , (2,4)}

Df = {2, 3 , 5 , 6}	 	 Dg = {-2, -1 , 1 , 2}

Rf = {4, 9 , 25 , 36}		  Rg = {1, 4}

ب( اگر جای دو مؤلفهٔ هر زوج مرتب در f و g را عوض کنیم، روابط جدیدی به دست می آید. آنها را 
به ترتیب h و k بنامید. h و k را وارون رابطه های f و g می نامیم. h و k را به صورت مجموعه زوج های 

مرتب بنویسید.
h = {(36,6) , (4,2) , (9,3) , (25,5)}

k = {(1,-1) , (1,1) , (4,-2) , (4,2)}

کدام یک از رابطه های h و k تابع است؟ دلیل بیاورید.

h تابع است زیرا مؤلفه های اول زوج های مرتب همگی متمایز هستند. اما k تابع نیست زیرا k∋(1-,1) و 
k∋(1,1) یعنی به ازای یک x، دو مقدار برای y وجود دارد پس تابع نیست. همچنین می توان در مورد 

k∋(4,2) و k∋(2-,4) صحبت کرد که باز هم نشان می دهد k تابع نیست.

فعالیت و کار در کلاس ص 56 و ص 57 نیز جهت تثبیت یادگیری معنادار مفهوم تابع یک به یک ارائه شده 
است. تصمیم گیری دانش آموز در مورد اینکه چه تابعی وارون پذیر است و گفتمان در مورد اینکه چه ویژگی های 

مشترکی وجود دارد از اهداف این فعالیت است.
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با انجام کار در کلاس زیر )ص 56(، درک دانش آموزان از تابع یک به یک به کمک بازنمایی نمودار 
بررسی می شود و سپس یک کاربرد واقعی از مفهوم تابع یک به یک یاد می گیرد.

توصیه آموزشی: در این قسمت از بیان تمام نکات در مورد تابع یک به یک در کلاس درس 
پرهیز شود و فقط به بازنمایی از طریق نمودار بسنده کنید. البته بستگی به شرایط کلاس، بازنمایی های 

دیگر تابع یک به یک را هم می توانید ارائه کنید ولی از اهداف کتاب نمی باشد.

کار در کلاس  ص 56

1 کدام یک از توابع زیر یک به یک هستند؟

خط موازی محور xها (y    =1)، نمودار را در دو نقطه قطع می کند پس یک به یک نمی باشد.

-3 -2 -1 0 1 2 3

-1

1

2

3

4

x

y

f

-1 0 1 2 3

-1

1

2

3

4

x

y

g
-3 -2 -1 0 1 2 3

-1

1

2

3

4

x

y

h

 k = {(1 , 2) , (3 , 4) , (8  , 9)}                         * l = {(3 , 7) , (2 ,  5) , (1 ,  5)}
	 (2 ,  5)∈l	

l یک به یک نیست    ⇒
	 (1 ,  5)∈l

2 فرض کنید به هر یک از اعضای یک کلاس کد ملی آنها را نسبت دهیم. توضیح دهید که 

چگونه رابطهٔ بین افراد و کد ملی آنها تابعی یک به یک را معلوم می کند.

هر شخص فقط دارای یک کد ملی است و به ازای هر کد ملی، یک نفر مشخص می شود پس تابعی 
یک به یک بین افراد و کد ملی وجود دارد.

در ادامهٔ بحث تابع یک به یک به این نکته توجه شود که برخی توابع یک به یک نیستند ولی می توان دامنه 
آنها را طوری محدود کرد که یک به یک شوند. از دانش آموزان بخواهید که در ابتدا خودشان روی محدود 

کردن دامنه بحث کنند و پاسخ های آنها را در کلاس با هم مقایسه کنید.

  *
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کار در کلاس  ص 57

تابع های زیر یک به یک نیستند. چرا؟ با محدود کردن دامنه هریک از توابع، تابعی یک به یک 
بسازید.

57 فصل دوم : تابع

تابع های زیر یک به یک نیستند. چرا؟ با محدود کردن دامنه هر یک از توابع، تابعی یک به یک بسازید.

y = x2-1 )ت                         y = |x  |-2 )پ                                             y = (x  -2)2 )ب                       |y = |x   +3 )الف         

اگر f تابعی یک به یک باشد و f     -1 تابع وارون آن باشد، نمودار زیر کارکرد f و f     -1 را نشان می دهد. در فعالیت بعد به صورت 
جزئی تر با کارکردهای f و f     -1 و نحوهٔ محاسبهٔ f     -1 آشنا می شویم.

f ماشین

f     -1 ماشین

f  :     را در نظر می گیریم.  →  تابع 
f    (x  ) = 2x  +  5  

الف( به کمک نمودار f توضیح دهید که چرا f یک به یک است.
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 فعالیت 

کاردرکلاس 

محاسبه وارون یک تابع

f

A B

f −1

ff (x) R∈∈  fx   D ( )f x y=( )x f y−= 1





این مسئلهٔ جالب نیز باز پاسخ است و جواب های متفاوتی ممکن است داده شود.

: در نظر بگیریم  و 
( ) | |

 

 

  →
 = +

f A

f x x
1

1 3
: یک به یک  نیست، حال  اگر 

( ) | |
  →

 = +

 f

f x x 3
الف( تابع 

 ،f  1 را بازه های (∞+,3-] یا [3- ,∞-) و یا هر زیرمجموعه ای از این دو بازه در نظر بگیریم، تابع A
یک به یک می شود.

: در نظر بگیریم و 

( ) ( )
 

 

  →


= −

g A

g x x
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1 2

: یک به یک نیست، حال اگر 

( ) ( )

  →


= −

 g

g x x 22
ب( تابع 

 ،g 1 را بازه های (∞+,2] یا [2 ,∞-) و یا هر زیرمجموعه ای از این دو بازه در نظر بگیریم، تابع A
یک به یک می شود.

 A در نظر بگیریم و :
( ) | |
  →

 = −

K A

K x x
1

1 2
: یک به یک نیست، حال اگر 

( ) | |
  →

 = −

 K

K x x 2
پ( تابع 

 ،K1 تابع  بگیریم،  نظر  در  بازه  دو  این  از  زیرمجموعه ای  هر  یا  و   (-∞, 0] یا   [0,+∞) بازه های  را 
یک به یک می شود.

: در نظر بگیریم و A را 

( )
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

= −

L A

L x x

1

2
1 1

: یک به یک نیست، حال اگر 

( )

  →


= −

 L

L x x2 1
ت( تابع 

بازه های (∞+,0] یا [0 ,∞-) و یا هر زیرمجموعه ای از این دو بازه در نظر بگیریم، تابع L 1، یک به یک 
می شود.
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تذکر: در مورد انتخاب بازه هایی که تابع در آن بازه ها یک به یک می شود، می توان از روی نمودار در 
حالت کلی آنها را پیدا کرد و یا در توابع درجه دوم به طول رأس سهمی و در توابع قدر مطلقی به ریشه سادهٔ 

درون قدر مطلق توجه کرد.
محاسبه وارون یک تابع در صورت یک به یک بودن به کمک نمودار ص 57 از زیبایی های این فصل 

است. با انجام این فعالیت ص 57 به کمک دانش آموزان روش محاسبه تابع وارون درک می شود.
قسمت الف این فعالیت نیز با رسم خط موازی محور xها قابل انجام است.

: را در نظر می گیریم.
( )
  →

 = +

 f

f x x2 5
تابع  

الف( به کمک نمودار f توضیح دهید که چرا f یک به یک است.
هر خط موازی محور xها رسم کنیم، نمودار را حداکثر در یک نقطه قطع می کند. بنابراین نمودار 

یک تابع یک به یک است.

57 فصل دوم : تابع

تابع های زیر یک به یک نیستند. چرا؟ با محدود کردن دامنه هر یک از توابع، تابعی یک به یک بسازید.

y = x2-1 )ت                         y = |x  |-2 )پ                                             y = (x  -2)2 )ب                       |y = |x   +3 )الف         

اگر f تابعی یک به یک باشد و f     -1 تابع وارون آن باشد، نمودار زیر کارکرد f و f     -1 را نشان می دهد. در فعالیت بعد به صورت 
جزئی تر با کارکردهای f و f     -1 و نحوهٔ محاسبهٔ f     -1 آشنا می شویم.

f ماشین

f     -1 ماشین

f  :     را در نظر می گیریم.  →  تابع 
f    (x  ) = 2x  +  5  

الف( به کمک نمودار f توضیح دهید که چرا f یک به یک است.
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محاسبه وارون یک تابع

f

A B
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ff (x) R∈∈  fx   D ( )f x y=( )x f y−= 1





فعالیت  ص 57

برای اینکه دانش آموزان درک کنند که کار تابع وارون چیست و با تابع چه ارتباطی دارد، انجام ادامه 
فعالیت توسط خود او حائز اهمیت است. در صورتی که دانش آموزان تشخیص ندادند، با راهنمایی سعی 

کنید خود آنها به پاسخ صحیح برسند.
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58

ب( نمودار روبه رو را توضیح دهید:
 (3 , 11) ∈ f     (3 , 11)    و ∈ f     -1

f     -1 (11) = 3 و f    (3)  =  11 به عبارت دیگر

ت( بنابراین می توان نوشت:
( ) ( )

( ) ( )−

= + ∈

 −= ∈

1

2 5

5

2

f

f

f x x x D

y
f y y R

f     -1 را به صورت های دیگری هم می توانیم نمایش دهیم. یک نمایش دیگر را بنویسید:

:

( )

−

−

 →
 −=

1

1 5

2

 f

y
f y

 
:

( )

−

−

 →
 −=

1

1 5

2

 f

t
f t

 :− →
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 



f

آنچه که اهمیت دارد این است که دامنه f     -1 همان برد f است. بنابراین یک نمایش مناسب برای f     -1 به صورت زیر است:

:

( )

−

−

 →
 −=

1

1 5

2

 f

x
f x

f ماشین

f     -1 ماشین

 ،x ∈Df پ( در حالت کلی برای هر عنصر
نمودار مقابل را مانند ب کامل کنید.

f ماشین

f     -1 ماشین
11=f (3)3 = f   (11)−1

−11 5
2

( )× +2 3 5

−y   5
2

x y
f (y)

2
− −

== 1 5
f (x)   y=

ب( نمودار روبه رو را توضیح دهید:
 (3 , 11) ∈ f     (3 , 11)    و ∈ f     -1

f     -1 (11) = 3 و f    (3)  =  11 به عبارت دیگر
اگر به ماشین f، عدد 3 را بدهیم، آن را 2 برابر 
کرده و سپس به علاوه 5 می کند و عدد 11 در برد 
می دهد. حال اگر بخواهیم بدانیم عدد 11 توسط 
ماشین f به ازای چه عددی در دامنه آورده شده 
است، کافی است عدد 11 را منهای 5 و تقسیم بر 
2 کنیم که حاصل 3 می شود یعنی f      (3)  =  11 و 
f     -1 (11) = 3 . این توضیحات باید با راهنمایی و 

هدایت معلم توسط دانش آموز گفته شود.
 ،x ∈Df عنصر  هر  برای  کلی  حالت  در  پ( 

نمودار مقابل را مانند ب کامل کنید.

58

ب( نمودار روبه رو را توضیح دهید:
 (3 , 11) ∈ f     (3 , 11)    و ∈ f     -1

f     -1 (11) = 3 و f    (3)  =  11 به عبارت دیگر

ت( بنابراین می توان نوشت:
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 −= ∈
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f     -1 را به صورت های دیگری هم می توانیم نمایش دهیم. یک نمایش دیگر را بنویسید:

:
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آنچه که اهمیت دارد این است که دامنه f     -1 همان برد f است. بنابراین یک نمایش مناسب برای f     -1 به صورت زیر است:

:

( )

−

−

 →
 −=

1

1 5
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 f

x
f x

f ماشین

f     -1 ماشین

 ،x ∈Df پ( در حالت کلی برای هر عنصر
نمودار مقابل را مانند ب کامل کنید.

f ماشین

f     -1 ماشین
11=f (3)3 = f   (11)−1

−11 5
2

( )× +2 3 5

−y   5
2

x y
f (y)

2
− −

== 1 5
f (x)   y=

این فعالیت طوری طراحی شده است که قسمت هایی را دانش آموز بنویسد و به صورت مکاشفه ای از 
حل آن لذت ببرد.

در این قسمت روش محاسبه تابع وارون و بازنمایی های مختلف جبری آن متذکر شده است. دانش آموزان 
در پایان محاسبه تابع وارون اکثراً این پرسش را می کنند که چرا به جای x ،y قرار می دهید. در این فعالیت 

به آن پاسخ داده شده است و متذکر شوید که این یک نمایش است و محدوده xها می تواند متفاوت باشد.

ت( بنابراین می توان نوشت:
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f     -1 را به صورت های دیگری هم می توانیم نمایش دهیم. یک نمایش دیگر را بنویسید:
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انتظار می رود که در نهایت f     -1 (x) را بنویسند ولی درک کنند که این x همان xهای دامنه نیست.
آنچه که اهمیت دارد این است که دامنه f     -1 همان برد f است. بنابراین یک نمایش مناسب برای 

f     -1 به صورت زیر است:

:

( )

−

−

 →
 −=

 f

x
f x

1

1 5

2

سپس در کار در کلاس ص 59 روش محاسبه تابع وارون به کمک جبری و نموداری در کلاس تثبیت 
می شود. توجه به رسم تابع و تابع وارون در یک دستگاه و ارتباط آن با نیم ساز ناحیه اول و سوم از اهمیت 

بالایی برخوردار است.
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f −1

1 با توجه به فعالیت قبل اگر داشته باشیم f    (  x  ) = 2x  +5، نمودار f و f     -1 را در یک دستگاه 

مختصات رسم کنید.

کار در کلاس  ص 59
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توجه شود که جای دامنه و برد تابع و تابع وارون با هم عوض می شود.

، دامنه و برد f را به دست آورید و نمودار آن را رسم کنید.  ( ) = −f x x 2 2 اگـر داشته بـاشیم 

Df  = [2,+∞)  و  Rf = [0,+∞) 
= ضابطه f     -1 را بنویسید. نمودار f     -1 را رسم و دامنه و برد f     -1 را معلوم  −y x 2 در معادلهٔ 

کنید.
y2=x    -2 → x     =y2+2 → f -1(x)=  x2+2
Df -1 = [0,+∞)

Rf -1 = [2,+∞)

-1 1 2 3 4 5 6

-1

0

1

2

3

4

5

6
f

y
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−1 y x=
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برای رسم بهتر تابع وارون بدون داشتن ضابطه، کافی است خط y   =x را رسم کنید و نمودار تابع f را 
نسبت به خط y   =x قرینه می کنیم.

حل مثال ص 61 برای درک معنادار تابع وارون دانش آموزان در کلاس ضروری می باشد.
سطح دشواری مثال ها توابع خطی، توابع درجه 2 و توابع ساده رادیکالی است. اگر دشواری فقط در 

سطح تکنیک ها باشد و درک خاصی توسط دانش آموز انجام نشود ارزش خاصی ندارد.
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با انجام این کار در کلاس بازنمایی نموداری تابع وارون برای دانش آموزان تثبیت می گردد.
نمودار »تابع وارون« هر کدام از تابع های زیر را که یک به یک است در همان دستگاه مختصات 

رسم کنید.

کار در کلاس  ص 59

تابع یک به یک نیست زیرا خط y     =1 نمودار را در 2 
نقطه قطع می کند پس وارون پذیر نمی باشد.
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تابع یک به یک نمی باشد زیرا خط y    =2 نمودار را 
در بی شمار نقطه قطع می کند، پس وارون پذیر نیست.
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4
درس

اعمال روی توابع

اهداف درس  

1  درک اعمال روی توابع شامل جمع، تفریق، ضرب و تقسیم دو تابع

2  درک مفهوم ترکیب دو تابع و محاسبهٔ آن

روش تدریس  

مفهوم جمع دو تابع با انجام فعالیت ص 63 طرح شده است. مثالی کاربردی در دنیای واقعی با اهداف 
درک مدل سازی و مفهوم جمع دو تابع بیان شده است. سعی شود خود دانش آموزان مسئله را حل کنند و 

معلم نقش راهنما را داشته باشد.
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( ) = + =h x x x27 1
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⇒ x2 +70x =6000
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⇒ , 

− ± − += → = =  x x12
70 170 70 170

50
2 2

km/h

 
 

  x

  () fxx =
7

10  
x  () gxx =2 1

100

 
x

h  (x   )

ٔ
 

 
 1

  

 
  

  

f(x)g(x)

فعالیت  ص 63

فرض کنید اتومبیلی با سرعت ثابت در بزرگراهی درحال حرکت است. 
در  که  مسافتی  کند،  حرکت  ساعت  بر  کیلومتر   x سرعت  با  اتومبیل  اگر 
) به دست می آید که  )f x x= 7

10
»زمان عکس العمل« طی می کند از تابع 

در آن مقدار تابع برحسب متر است. 
همچنین مسافتی که اتومبیل پس از فشار دادن پدال ترمز تا توقف کامل 
) به دست می آید که در آن مقدار تابع  )g x x= 21

100
طی می کند از تابع 

برحسب متر است و x سرعت اتومبیل برحسب کیلومتر بر ساعت است. 
الف( اگر اتومبیلی با سرعت ١٠٠ کیلومتر برساعت حرکت کند، پس از 

دیدن مانع، تا توقف کامل چه مسافتی طی می شود؟
 f   (100) + g   (100) = 

ب( اگر سرعت اتومبیل x کیلومتر بر ساعت باشد، تابعی بنویسید که 
مسافت طی شده توسط اتومبیل پس از رؤیت مانع توسط راننده و ترمز 

کردن را نمایش دهد. این تابع را با h  (x   ) نمایش دهید. 	

( ) ( ) ( )h x f x g x x x= + = + 27 1

10 100

فاصله زمانی لحظه ای که راننده با یک مانع 
روبه رو می شود تا لحظه فشار دادن پدال ترمز 

را »زمان عکس العمل« می نامند.

1ــ برای تعیین فاصله دید توقف، فاصله عکس العمل ترمز مبتنی بر زمان 2/5 ثانیه و شتاب کاهنده 3/4 متر بر مجذور ثانیه مورد استفاده 
قرار می گیرد.

زمان  طول  در  شده  طی  فاصلهٔ  مجموع 
از  پس  شده  طی  فاصله  و  عکس العمل 
ترمز کردن را »فاصله دید توقف1« می نامند. 
این فاصله در طراحی جاده ها و بزرگراه ها 

کاربرد دارد.

پ( اگر این اتومبیل پس از پیمودن ٦٠ متر متوقف شود، با چه سرعتی درحال حرکت بوده است؟ 

( ) ( ) m× + × =27 1
100 100 170

10 100
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کار در کلاس  ص 66

-3 -2 -1 1

-2

-1

0

1

2

3

4

2 3 4 5 6

g

f

f g+

الف( دامنهٔ تابع g بازهٔ [4,5-] و ضابطهٔ آن به صورت g   (x) = x    +2 می باشد.
(  f    +g )(x) =f    (x)+g   (x) =x   +5		 Df +g  =Df   ∩ Dg = [-4,5]		(  ب
(  f    -g )(x) =f    (x)-g   (x) =1-x   		 Df -g  =Df   ∩ Dg = [-4,5]
(  f    .g )(x) =f    (x).g   (x) =3x   +6	 Df  .g  =Df   ∩ Dg = [-4,5]

( )( )( )
( )

= =
+

f f x
x

g g x x
3

2
		  Df   /g  =Df   ∩ Dg -{x  |g  (x)=0} = [-4,5]-{-2}

پ(
دامنه  در  نقاطی  سپس  می کنیم،  پیدا  را  آنها  مشترک  دامنه  ابتدا   ،f    +g تابع  رسم  برای  اول:  روش 
مشترکشان انتخاب کرده و عرض آنها را با هم جمع می کنیم. به دلیل اینکه f و g خطی هستند پس مجموع 

آنها نیز تابع خطی القا و بنابراین با داشتن دو نقطه از مجموع می توان نمودارش را رسم کرد.
روش دوم: ضابطه f    +g را پیدا کرده و در دامنه مشترک آنها رسم می کنیم.

ت( می توان به روش اول که در بالا توضیح داده شد، بقیه توابع را نیز مشابه روش بالا رسم کرد و یا اینکه 
از طریق پیدا کردن ضابطهٔ آنها رسم کنیم.

نمودارهای توابع f و g داده شده است.
الف( مقادیر (1) (f + g ) و (١-) (f + g ) را به دست آورید. 

ب( با استفاده از نمودارهای f و g نمودار تابع f + g را در همین شکل رسم کنید. 
پ( ضابطه توابع f + g و g ، f را به دست آورید. 

ت( نمودار f +  g را به کمک ضابطهٔ آن رسم کنید و با )ب( مقایسه کنید.

فعالیت  ص 65
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(  f    +g )(1) =f    (1)+g   (1) = -1+2=1 الف(	
(  f    +g )(-1) =f    (-1)+g   (-1) = -1+0= -1

Df   ∩ Dg = [-1,2] .را پیدا می کنیم g و f ب( ابتدا دامنه مشترک
سپس در این دامنه مشترک با پیدا کردن چند نقطه و محاسبه مجموع، نمودار را رسم می کنیم.

(  f    +g )(0) =f    (0)+g   (0) = 1-1=0	 (  f    +g )(2) =f    (2)+g   (2) = 1+2=3
پ(

( )
−           − ≤ ≤

=  −        < ≤

x
f x

x x

1 1 1

2 3 1 2

( )
+           − ≤ ≤

=                    < ≤

x x
g x

x

1 1 1

2 1 5

( ) ( ) ( ) ( )
              − ≤ ≤

+ = +  =  −           < ≤

x x
f g x f x g x

x x

1 1

2 1 1 2

ت( نمودار هردو یکی است. البته در حالت کلی رسم نمودار به کمک ضابطه دقیق تر از رسم به کمک 
چند نقطه است.

مفهوم ترکیب دو تابع با انجام فعالیت ص 66 به خوبی بیان شده است. کار در کلاس و مثال ص 68 نیز 
به تثبیت این مفهوم کمک می کند.

کمی  شاید  ابتدا  در  دانش آموزان  برای  دامنه  کردن  پیدا  و  تابع  دو  ترکیب  مفهوم  آموزشی:  توصیه 
مثال های  بیان  از  و  برای دانش آموزان روشن شود  این مفهوم  مثال های ساده  با  بهتر است  باشد.  مشکل 

پیچیده در کلاس خودداری گردد.

فعالیت  ص 66

) درجه فارنهایت را به درجه سانتی گراد تبدیل می کند.  ) ( )f x x= −5
32

9
تابع 

الف( f (32) = 0 به چه معنی است؟ ٥٠ درجهٔ فارنهایت چند درجه سانتی گراد است؟ 32 درجه 
فارنهایت معادل صفر درجه سانتی گراد است.

ب( تابع g (x) = x + 273 درجه سانتی گراد را به درجهٔ کلوین تبدیل می کند. g  (0) = 273 به چه 
معنی است؟ 

پ( مطابق نمودارهای داده شده می توانیم f و g را همانند دو ماشین درنظر بگیریم. یکی از ماشین ها 
فارنهایت را به سانتی گراد و دیگری سانتی گراد را به کلوین تبدیل می کند. به کمک نمودارها نشان دهید که 



89فصل دوم: تابع

٥ درجهٔ فارنهایت معادل چند درجهٔ کلوین است؟ 

 ( ) ( ) ( )f = − = × − = −5 5
5 5 32 27 15

9 9
 g (  f  (5)) = g  (-15) = 258
ت( اگر x ورودی تابع f باشد، خروجی آن f    (x) است و اگر ورودی تابع   f    (x)،g باشد خروجی آن 

g   (  f   (x)) است. 

ث( ت را با تکمیل نمودارهای زیر تکرار کنید. 

الف( f    (32) = 0 یعنی 32 درجه فارنهایت معادل صفر درجه سانتی گراد است. بنابراین 50 درجه فارنهایت 
( ) ( )= − = × =f

5 5
50 50 32 18 10

9 9
معادل 10 درجه سانتی گراد است. ⇒ 

ب( یعنی صفر درجه سانتی گراد معادل 273 درجه کلوین است.
پ( بنابراین 5 درجه فارنهایت معادل 258 درجه کلوین است.

کار در کلاس  ص 68

 g  (x  ) = 2x + 3 و f    (x  ) = x2 + 1 اگر
الف( دامنه و ضابطه تابع های fog و gof را به دست آورید. 

ب( آیا تابع های gof و fog مساوی اند؟ 
حل الف(

( fog )(x) =f    (g   (x)) =(2x    +3)2+1=4x2+12x   +10
Dfog ={x∈Dg   |  g   (x)∈Df }={x∈ |  2x   +3∈ }=
( gof      )(x) =g   ( f    (x)) =2(x 2 +1)+3=2x2+5
Dgof ={x∈Df   |  f   (x)∈Dg   }={x∈ |  x 2 +1∈ }=

ب( دو تابع fog و gof با هم برابر نیستند زیرا ضابطهٔ آنها متفاوت است.

5

f ( )5

f

g(f ( ))5

-15

258

f

x

.......

g(f ( ))xg(f ( ))x

f ( )x
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 Dfog ابتدا ،g = {(2,11) , (4,  -2) , (6,3) , (3,2)} و f = {(11,7) , (-2,4) , (3,  -5) , (2,  -5)} اگر
و Dgof و سپس توابع fog و gof را محاسبه کنید. 

کار در کلاس  ص 68

Dfog ={x∈Dg   |  g   (x)∈Df }={2,4,6,3}
Dgof ={x∈Df   |  f   (x)∈Dg   }={-2}
fog ={(2,7) , (4,4) , (6,    -5) , (3,   -5)}
gof ={(-2,    -2)}

برای یافتن ضابطه fog، ابتدا به سراغ دامنه آن می رویم، مثلاً  x     =2. سپس در تابع g، ببینیم )2,11( داریم 
پس عدد 2 توسط تابع g به عدد 11 می رود و سپس به سراغ تابع f می رویم و می بینیم که عدد 11 توسط f به 
عدد 7 می رود. بنابراین در تابع fog، عدد 2 به 7 می رود یعنی fog∋(2,7). به همین ترتیب برای عضوهای 

دیگر بررسی می کنیم.

حل تمرین های فصل تابع  

الف( درس 1: تمرین ص 42

1 در صفحه مختصات زیر تابعی رسم کنید که نقاط A و B روی آن قرار داشته باشند. چه تعداد 

از این توابع وجود دارند؟ 

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-4

-3
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0
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5

x

y

A

B

می تواند  و  است  بازپاسخ  مسئله  یک  این  حل: 
پاسخ های  باشد.  داشته  صحیح  جواب  بی شمار 
فرصت  یک  در  یکدیگر  با  می توان  را  دانش آموزان 
مناسب بررسی کرد. به عنوان نمونه، سه نوع تابع رسم 

شده است.
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حل: الف نادرست است.

g ≠ f ولی { } { }
{ } { }

( , ) , ( , ) ,

( , ) , ( , ) ,
f g

f g

f D D

g R R

= = =


= = =

1 2 3 5 1 3

1 5 3 2 2 5
	 

1 مثال: 

 هستند ولی با هم برابر نیستند. 2 تابع f    (x  ) = x و g  (x  ) = x3 دارای دامنه و برد برابر  مثال: 
ب( درست است. هم دامنه هر تابع می تواند مجموعهٔ برد یا هر مجموعهٔ دیگری شامل برد باشد.

پ( نادرست است. برد یک تابع نهایتاً می تواند برابر هم دامنه شود و نمی تواند هم دامنه زیرمجموعه برد 
باشد.

ت( درست است. به عنوان نمونه:

: و ... [ , ]

( )
 

 

→


=

f

f x x

3

3

0 3

3
 ، : [ , ]

( )
 

 

→


=

f

f x x

2

2

0 3

2
 ، : [ , ]

( )
 

 

→


=

f

f x x

1

1

0 3

: و ... [ , ]
( )

 

 

→
 =

g

g x x
3

3

0 3

3
 ، : [ , ]

( )
 

 

→
 =

g

g x x
2

2

0 3

2
 ، : [ , ]

( )
 

 

→
 =

g

g x x
1

1

0 3

3 تابعی مثال بزنید که دامنه آن مجموعه اعداد حقیقی مثبت باشد. چه تعداد از این توابع وجود دارند؟

حل: به عنوان نمونه:

: و ...

( )
 

 

≥ →


=

 f

f x x

3

3
3

0  ، :

( )
 

 

≥ →


=

 f

f x x

2

2
2

0  ، :
( )

 

 

≥ →
 =

 f

f x x
1

1

0

: و ...
( )

≥ →
 =

 g

g x
3

3

0

2
 ، :

( )
 

 

≥ →


=

 g

g x x

2

2

0  ، :
( ) | |

 

 

≥ →
 = −

 g

g x x
1

1

0

2 کدام یک از موارد زیر درست و کدام یک نادرست است؟ دلیل بیاورید. 

الف( اگر دامنه دو تابع باهم برابر و برد آنها نیز با یکدیگر برابر باشند، دو تابع برابرند. 
ب( برد و هم دامنهٔ تابع می توانند یکی باشند.

پ( هم دامنهٔ تابع زیر مجموعه ای از برد آن است.
ت( بی شمار تابع وجود دارد که دامنهٔ آن بازهٔ ]3 , 0] است.
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4 همه تابع های از مجموعه A= {a  , b  ,  c} به مجموعه B  = {d  , e} را بنویسید )از نمودار پیکانی 

کمک بگیرید(. 

حل: تعداد توابع از یک مجموعهٔ m عضوی به یک مجموعهٔ n عضوی برابر است با nm. بنابراین در 
این تمرین 8=23 تابع وجود دارد.

5 تابع های مساوی را مشخص کنید.

: [ , )
( )

+∞ →
 =

r

r a a

0

5

:
( ) | |

→
 =

 f

f x x

:
( )

→
 =

 s

s a a5

:
( )

→
 =

 g

g x x5

: { }
( )

− →
 =

 t

t x x

0

5

:

( )

→
       ≥ =  −     <

 h

x x
h x

x x

0

0

حل: تابع های f     =h و g     =s توابع مساوی هستند و تابع t با هیچ کدام برابر نیست.

a

b
d

e
c

a

b
d

e
c

a

b
d

e
c

a

b
d

e
c

a

b
d

e
c

a

b
d

e
c

a

b
d

e
c

a

b
d

e
c

f3f2f1 f4

f7f6f5 f8

بی شمار از این نوع توابع وجود دارد. این سؤال نیز بازپاسخ است و پاسخ های متفاوتی از دانش آموزان 
خواهید دید.
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6 تابع f در همهٔ شرایط زیر صدق می کند. f را رسم کنید و ضابطه آن را بنویسید.

 f (-5) = -2 و f (2) = 3 مجموعه اعداد حقیقی است و f الف( دامنه
ب( f در بازه ]2 , 0[ ثابت است.

پ( تابع f به هر عدد بزرگ تر از 2 مربع آن را نسبت می دهد.
ت( تابع f برای اعداد منفی، خطی است و نمودار آن محور x ها را در نقطه ای به طول 3- قطع 

می کند.

( )
            >


=         ≤ ≤
 +        <

x x

f x x

x x

2 2

3 0 2

3 0

حل:                                                                                            

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

x

y

7 با استفاده از یک تابع خطی و با در دست داشتن طول استخوان بازو )از آرنج تا شانه( می توان 

طول قد یک انسان بزرگ سال را برآورد کرد:
M (x) = 2/89x + 70/64 تابع خطی برای مردان	
F (x) = 2/75x + 71/48 تابع خطی برای زنان	

که در آنها x طول استخوان بازو برحسب سانتی متر است.
الف( اگر طول استخوان بازوی یک مرد 35 سانتی متر باشد، طول قد او چقدر است؟ 

ب( اگر قد یک مرد 185 سانتی متر باشد، طول استخوان بازوی او چقدر است؟
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حل:
M (35) = (2/89*35) + 70/64=171/79 cm                  			   الف(
M (x) = 2/89x + 70/64=185    ب(	

        ⇒ 2/89x =114/36 ⇒ / /
/

x = ≅114 36
39 57

2 89

مثال فوق یک مثال کاربردی از توابع خطی می باشد که برای محاسبهٔ طول قد به کار می رود.

ب( درس 2: 

1  دامنهٔ توابع زیر را بیابید.

)الف
  

( ) −=
−

x
f x

x
1

2
	 )ب

 
( ) −=

+
x

f x
x2

3

1
	 ) )پ ) +=

+ −
x

f x
x x2

2 3

12

) )ت ) = +f x x3 1 	 ) )ث ) = −f x x2 3 	 ) )ج ) = −f x x8

2-x    =0→ x   =2⇒D   =  الف( {2}- 
 x 2+1≠0⇒D   =  ب( 

x2+x    -12=0→(x   +4)(x-3)=0→ = −
 =

x

x

4

3
پ( 

⇒ D   =  -{-4,3}

[ , )+ ≥ ⇒ ≥ − ⇒ = − +∞x x D
1 1

3 1 0
3 3

ت( 
x    ≥0⇒D   =[0,+∞)  )ث

8-x    ≥0⇒x   ≤ 8⇒D   =(-∞,8]  )ج

تمرین  ص 52
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تابع  نمودار  می توان   ( ) =f x
x
1 تابع  نمودار  از  استفاده  با  چگونه  که  دهید  توضیح    2

) را رسم کرد. ) = −g x
x
1

-5 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

-4
x

y

f

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

g

 ،f با هم برابر هستند ولی عرض ها قرینه شده اند. پس برای رسم با معلوم بودن تابع g و f حل: دامنه توابع
کافی است نمودار را نسبت به محور xها قرینه کنیم.

y= رسم کنید. x = را با استفاده از نمودار تابع  −y x 3  نمودار تابع 

= رسم شود. −y x y= را نسبت به محور xها قرینه کنیم تا نمودار  x حل: کافی است نمودار تابع 

-3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x
-3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

y x=

y x= −

-3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x
-3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

y x=

y x= −
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4  نمودار توابع زیر را رسم نموده و دامنه و برد هر یک را معلوم کنید.

) )الف )
 >= 
 − ≤

x
f x x

x x

1
0

2 0
		

) (ب ) = − +f x x 2 5

) )پ )
 + >= 

+ − ≤ ≤

x x
f x

x x

2 0

2 2 0
	

) (ت )
− <= 
− + ≥

x
xf x

x x

1
0

2 0

حل:

D   =           								        الف(
R = (-∞,-2]   (0,+∞)

D = [2,+∞)                                                                                                                       )ب
R =[5,+∞)

D = [-2,+∞)                                                                                                                     )پ
R = [0,+∞)-( 2 ,2]

-2 -1 1 2 3 4 5 6

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-4

-4-4

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

y

x

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

2

− 2

-2 -1 1 2 3 4 5 6

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-4

-4-4

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

y

x

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

2

− 2

-2 -1 1 2 3 4 5 6

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-4

-4-4

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

y

x

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

2

− 2
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D =  ت(                                                                                                                               
R = (-∞,- 2 ]   (0,+∞)

5  کدام یک از معادلات زیر y را به صورت تابعی از x مشخص می کند؟

	3x   +2y = 12  (الف 	*      x  = 1 (ب y  = -2  (پ
) (ت )

+ ≤
=  − ≥

x x
f x

x x

3 0

1 0
      *	 	*    y2 = x2 (ث y   = |x  |  (ج

-2 -1 1 2 3 4 5 6

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-4

-4-4

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

y

x

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

2

− 2

-2 -1 1 2 3 4 5 6

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

y

x

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

حل
زیرا هر خط موازی محور yها  −= x

y
12 3

2
الف( y تابعی از x می باشد و 

نمودار را حداکثر در یک نقطه قطع می کند.

ب( خط x   =1 به عنوان تابع y از x نمی باشد زیرا به ازای x   =1، حداقل 2 
مقدار y   = ±1 وجود دارد پس تابع نیست و یا خط x   =1 موازی محور yها، 

نمودار را در بی شمار نقطه قطع می کند.
پ( خط y   =  -2، به عنوان یک تابع y برحسب x می باشد و به آن تابع ثابت 

گوییم. 
دو خط موازی محور yها نمودار را حداکثر در یک نقطه قطع می کند.

ت( با توجه به نمودار خط x   =0، نمودار  را  در  2 نقطه  قطع  می کند  پس  
تابع y  برحسب x نیست و یا طبق ضابطه به ازای x   =0، دو مقدار 3 به دست 

می آید پس تابع نیست.

ث( y2=x2 →  y   =   ±x یعنی به ازای یک x دو مقدار برای y است پس تابع 
نیست و یا نمودار آن به صورت روبه رو می باشد و تابع نیست.
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ج( y تابعی از x است زیرا نمودار آن به صورت روبه رو است و هر 
خط موازی محور yها نمودار را حداکثر در یک نقطه قطع می کند.

حل:
 الف( میلیون تومان  f    (50)  = 255                               ب(  (0,100]

7  نمودار تابع های زیر را رسم کنید.

] = f  (x) (ب                   f    (x) = [x] +1   ,   -2 ≤ x   < 3 )الف 1

2
x]   ,   -4 ≤ x < 4

حل:
  الف( 

− ≤ < →x2 3
  

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]
[ ]

− ≤ < − → = − → = − + = −
 − ≤ <    → = −   → = − + =   ≤ <     → =      → = + =
   ≤ <    → =      → = + =

  ≤ <    → =     → = + =

x x y

x x y

x x y

x x y

x x y

2 1 2 2 1 1

1 0 1 1 1 0

0 1 0 0 1 1

1 2 1 1 1 2

2 3 2 2 1 3

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x

53 فصل دوم : تابع

4  نمودار توابع زیر را رسم نموده و دامنه و برد هر یک را معلوم کنید.

) )الف )
x

f x x
x x

 >= 
 − ≤

1
0

2 0                                                 

) )ب )f x x= − +2 5   

) )پ )
x x

f x
x x

 + >= 
+ − ≤ ≤

2 0

2 2 0
                                     

) )ت )
x

xf x

x x

− <= 
− + ≥

1
0

2 0

5  کدام یک از معادلات زیر y را به صورت تابعی از x مشخص می کند؟

) )ت       y  = -2 )پ       x  = 1 )ب       3x   +2y = 12 )الف )
+ ≤

=  − ≥

3 0

1 0

x x
f x

x x
|  y   = |x )ج       y2 = x2 )ث       

از  آلودگی های شهری و صنعتی  از  x درصد  پاک سازی  هزینه    6

) محاسبه می شود که در آن  ) x
f x

x
=

−
255

100
رودخانه ای،  به وسیله تابع 

x درصد آلودگی و f   (x) هزینه پاک سازی برحسب میلیون تومان است.
الف( هزینه پاک سازی 50% از آلودگی این رودخانه چقدر است؟

ب( دامنه این تابع در این حالت )واقعی( را به کمک یک بازه نمایش 
دهید.

7  نمودار تابع های زیر را رسم کنید.

[ = f  (x) )ب                1    ,    -2 ≤ x < 3+ ]f  (x) = ]x )الف 1__
2 x[    ,    -4 ≤ x < 4  

8  نمودارهای دو تابع ]x  -3[ = y و 3-]y  = ]x را در یک دستگاه مختصات رسم کنید. چه رابطه ای بین این دو تابع وجود دارد؟

 ( ) −=
+

9500 2000

4

t
n t

t
با دستور  به وسیله یک نوع ویروس آلوده می شوند  9  اگر تعداد افرادی که،طی یک مدت معین، 

به دست آید که در آن   t <0 زمان برحسب ماه است:
الف( تعداد افرادی که در انتهای ماه پنجم آلوده شده اند چقدر است؟

ب( پس از چند ماه تعداد افراد آلوده به 5500 نفر خواهد رسید؟

-3-4 -2 -1 0 1 2 3

-3

-4

-2

-1

1

2

3

x

y

4
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ب( 
[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

x x
y x

x x
y x

x
x

x x
y x

x x
y x

− ≤ < − → = − → = −   − ≤ < −

 − ≤ <    → = −   → = −   − ≤ <

− ≤ < → − ≤ < → 
   ≤ <     → =     → =      ≤ <


   ≤ <    → =     → =      ≤ <


2 1 2 2 4 2
2 2

1 0 1 1 2 0
2 24 4 2 2

2
0 1 0 0 0 2

2 2

1 2 1 1 2 4
2 2 	

  
-3-4 -2 -1 0 1 2 3

-3

-4

-2

-1

1

2

3

x

y

4

-2 -1 0 1 2 3 4 5

-3

-4

-2

-1

1

2

3

x

y

4

8  نمودارهای دو تابع y = [x  -3] و y  = [x]-3 را در یک 

تابع وجود  این دو  بین  دستگاه مختصات رسم کنید. چه رابطه ای 
دارد؟

حل: دو تابع با هم برابرند.
[x  ]-3=[x   -3] :نتیجه

9 اگر تعداد افرادی که،طی یک مدت معین، به وسیله یک نوع ویروس آلوده می شوند با دستور 

) به دست آید که در آن   t <0 زمان برحسب ماه است: ) −=
+

t
n t

t
9500 2000

4
الف( تعداد افرادی که در انتهای ماه پنجم آلوده شده اند چقدر است؟

ب( پس از چند ماه تعداد افراد آلوده به 5500 نفر خواهد رسید؟
حل:

( ) /× −= =
+

n
9500 5 2000

5 5055 5
4 5

		  الف(  5056 نفر

 −= → =
+
t

t
t

9500 2000
5500 6

5
ب(  	
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پ( درس 3: 

1  تابعی از دنیای واقعی مثال بزنید که یک به یک نباشد.

حل: تابع های زیادی می توان مثال زد که یک به یک نیستند.
ــ فرض کنید علی و فاطمه فرزند رضا هستند پس })رضا و فاطمه(,)رضا و علی({=   f یک تابعی است 

که یک به یک نمی باشد.
ــ دمای هوا و ساعات روز یک تابع است که ممکن است دمای ساعت 7 صبح با دمای ساعت 20 شب 

با هم برابر باشند. در این صورت این تابع یک به یک نمی باشد.

) است؟ ) =g x
5

2
) وارون تابع  ) =f x

2

5
2  آیا تابع 

 است و یک به یک نمی باشد بنابراین وارون پذیر  ) یک تابع ثابت با دامنه  ) =f x
2

5
حل: خیر. تابع 

هم نیست.

3  به کمک رسم نمودار وارون پذیری توابع زیر را بررسی کنید و ضابطه تابع وارون را برای هر 

کدام که وارون پذیرند، به دست آورید:
	 f     (x  )  = (x + 5)2    ,   x ≥ -5 (الف 	,    f     (x  )  = -|x - 1| +1 (ب x ≥ 2	  
f    (x  ) = (x - 3)2 (پ

) (ت                              ) = + −f x x 2 3

حل: الف( تابعی یک به یک است پس وارون پذیر می باشد.
y    =(x    +5)2        x ≥ - 5

xx y x y≥− + = ± → + =55 5

                                 → = −x y 5

                                 ( )−→ = −f x x1 5

                               Df      -1=[0,+∞)

                               Rf      -1=[-5,+∞)
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 ب( تابعی یک به یک است پس وارون پذیر می باشد.
y    = -|x    -1|+1        x ≥ 2
y    = -(x    -1)+1= -x +2
x    = -y    +2 → f      -1(x) =  -x +2
               Df      -1=(-∞,0]

               Rf      -1=[2,+∞)

 

هم  وارون پذیر  می کند پس  قطع  نقطه   2 در  را  نمودار   y    = 1 زیرا خط نیست  به یک  تابع یک  این  پ( 
نمی باشد.

y    = (x    -3)2

                                      x =4
(x    -3)2=1 → x    -3=  ±1 →         یا 
                                                      x =2

ت( تابع f یک به یک است پس وارون پذیر می باشد.
= + − → + = +y x x y2 3 2 3

		  → x     +2=  (y  +3)2

		  → x     =  (y  +3)2-2
		  → f      -1(x) =  (x   +3)2-2
                               Df      -1=[-3,+∞)

                               Rf      -1=[-2,+∞)

4  اگر سنگی از ارتفاع 100 متری سقوط کند، ارتفاع آن )h برحسب متر  ) بعد از t ثانیه از رابطهٔ 

) به دست می آید. )h t t= − 2100 5

الف( دامنه و برد h را به دست آورید.             ب( چرا h تابعی یک به یک است؟
پ( تابع وارون h را به دست آورید.
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R =[0,100] و D =[0, 20 حل: الف( [
ب( زیرا سنگ در هر زمان یک ارتفاع منحصر به فرد دارد پس تابع ارتفاع برحسب زمان یک به یک است.

پ(
y =100-5t   2   
5t   2 =100-y

−= y
t2 100

5

−= ± y
t

100

5

. ( )h t
100 =− یعنی  y

t
100

5
از طرفی t     >0 پس 

Dh      -1= [0,100]

Rh      -1= [0, 20 ]

.x      <    f     (x   ) ، x را رسم کنید که وارون پذیر نباشد و برای هر عدد حقیقی f 5  نمودار تابعی مانند

-80 -60 -40 -20 20 40 60 80
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h

t

20
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y

x

y x=

حل: این سؤال بازپاسخ می باشد و بی شمار تابع 
می توان  بهتر،  پاسخ گویی  برای  زد.  مثال  می توان 
خط y   =  x را رسم کرد و سپس تابع را طوری بالای 
خط y   =  x رسم کنید که یک به یک نباشد. به عنوان 

یک نمونه به صورت روبه رو است.
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) را بیابید و نمودار f و وارون آن را رسم کنید. ) = − +f x x
1

3
2

6  وارون تابع 

= یک به یک است پس وارون پذیر می باشد. − +y x
1

3
2

حل: تابع خطی 

= − + → − = → = − +y x y x x y
1 1

3 3 2 6
2 2

			 
→ f      -1(x) =  -2x +6

			   Df      -1=        ,      Rf      -1= 

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

3

4

5

6

f

f

x

y

−1

f      -g ، f و fog را به همراه دامنهٔ آنها به دست آورید. 
g

1  اگر f  (x   ) = 4x و g  ( x   ) = 2 -x، توابع 

  Df       =         ,      Dg       =  حل:	

( )( )( )
( )

= =
−

f f x x
x

g g x x
4

2 	
{ | ( ) } { }= − = = − f g f gD D D x g x 0 2

(  f    -g )(x) =f    (x)-g   (x) =4x   -(2-x)=5x    -2	 Df -g  =Df   ∩ Dg =

( fog )(x) =f    (g   (x)) =4(2-x    )=  8-4x   

Dfog ={x∈Dg   |  g   (x)∈Df }={x∈ |  2-x   ∈ }=

تمرین  ص 69
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) تابع fog و دامنهٔ آن را به دست آورید.  ) =g x
x
4 ) و  ) =

−
f x

x
1

3
2  برای دو تابع 

( )( ) ( ( ))= =
−

fog x f g x

x

1
4

3
حل:	

Dfog ={x∈Dg   |  g   (x)∈Df }={x∈ -{0}|  
x
4

∈ -{3}}= -{0, 4

3
}

≠
x
4

3

≠x
4

3

3  کدام یک از گزاره های زیر درست و کدام یک نادرست است؟ 

 ( fog)(4) = 35 آن گاه ،f  (7) = 5 و g  (4) = 7 الف( اگر
 ( )( ) =f

g
2 1 ب( اگر f  ( x   ) = x + 4 و g  ( x   ) = 3x، آن گاه 

 (  fog)(5) = g  (2) آن گاه ، ( ) =f x x پ( اگر g ( x   ) = 2x - 1 و 
 fog = gof :داریم g و f ت( برای هر دو تابع

(  fog)( x   ) =  -x2 و ( fog)(5) =  -25 آن گاه ، ( ) = −g x x2 4 ث( اگر f       ( x   ) = x2 - 4 و 
 fg = gf :داریم g و f ج( برای هر دو تابع

( fog )(4) =f    (g   (4)) =f    (7  )=  5 ≠ 35                                            :حل: الف( نادرست است زیرا

( )( )( )
( ) ( )

+= = = =f f
g g

2 2 4 6
2 1

2 3 2 6 ب( درست است زیرا:                                                            

( fog )(5) =f    (g   (5)) =f    (9  )=  3=g   (2)                                                      :پ( درست است زیرا

، آن گاه: ( ) =g x x ت( نادرست است زیرا اگر   f    ( x   ) = x2 +1 و 
( )( ) ( ( )) ( )= = + = +fog x f g x x x2 1 1

( )( ) ( ( ))= = +gof x g f x x2 1 		
⇒ fog ≠ gof

ث( نادرست است زیرا:
( )( ) ( ( )) ( )= = − − = − ≠ −fog x f g x x x x2 2 2 24 4 8

(  fg)( x   ) =  f      ( x   ) g ( x   ) =g (x   )  f     ( x   ) =(  gf         )( x   ) →fg     =  gf                                   :ج( درست است زیرا
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f :A →  به این صورت تعریف شود: : و 
( )

→
 =

 g

g n n2
4  فرض کنیم 

f   = {(1,2) , (2,3) , (3,5) , (4,7)} که در آن: A = {1,2,3,4}، توابع f + g و gof را به دست 
آورید. 

حل: برای تعریف تابع f   +g، ابتدا بایستی دامنهٔ g را محدود کنیم زیرا دامنه f برابر }1,2,3,4{ است پس:
g ={(1,2) , (2,4) , (3,6) , (4, 8)}
⇒ f     +g ={(1,4) , (2,7) , (3,11) , (4,15)}

در مورد تابع gof داریم:
Dgof ={x∈Df   |  f   (x)∈Dg   }={1,2,3,4}
gof ={(1,4) , (2,6) , (3,10) , (4,14)}

) , f = {(-4,13) , (-1,7) , (0,  5) و 5

2
5 اگر {(5 - ,3) , (0,

g = {(-4, -7) , (-2 ,-5) , (0, -3) , (3,0) , (5,2) , (9,6){
f را به دست آورید.

g
توابع f + g و f - g و 

f ابتدا بایستی دامنه اشتراک آنها را بیابیم.
g

حل: برای محاسبه f ± g و 
Df   ∩ Dg ={-4,0,3} 
f     +g ={(-4,6) , (0,2) , (3,   -5)}
f     -g ={(-4,20) , (0,  8) , (3,   -5)}

{( , ),( , )}− −= −f
g

13 5
4 0

7 3

) ، دامنه و ضابطهٔ توابع fog و gof را به دست  ) = −g x x 24 ) و  ) = +f x x 2 5 6 اگر 

آورید.
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{ | ( ) } { [ , ] | } [ , ]= ∈ ∈ = ∈ − − ∈ = −fog g fD x D g x D x x22 2 4 2 2 حل:                        
( )( ) ( ( ))= = − + = −fog x f g x x x2 24 5 9

{ | ( ) } { | [ , ]}= ∈ ∈ = ∈ + ∈ − = ∅gof f gD x D f x D x x2 5 2 2

≤ + ≤x20 5 2 بنابراین gof تعریف نمی شود.	
x2+5  ≤  4
x2  ≤  -1

f و دامنهٔ آن در ادامه محاسبه شده اند. چه اشتباهی 
g

7 اگر f  ( x   ) = x2 - 9 و g  ( x   ) = x +3، ضابطه 

در محاسبه رخ داده است؟ 
( ) ( )( ) ,
( )

− − += = = − =
+ +

f
g

f x x x x
x D

g x x x

2 9 3 3
3

3 3

حل: x +3 ساده شده است در حالی که اجازه ساده کردن را نداریم. در حالی می توان x +3 را در صورت 
و مخرج یک کسر ساده کرد که x ≠  -3 . بنابراین راه حل درست به صورت زیر است:

( ) ( )( )
( )

f x x x x
x x

g x x x
− − += = = −               ≠ −

+ +

2 9 3 3
3 3

3 3

{ }⇒ = − −f
g

D 3

8 اگر fof    -1 ، f    -1( x   ) ، f  ( x   ) = 2x + 5  و  f    -1of را به دست آورید. 

حل:
( )−− −= + → = − → = → =y x

y x x y x f x15 5
2 5 2 5

2 2

( )( ) ( ( )) ( )
f

x
fof x f f x x x D −

− − −= = + =    ;   ∈ =1
1 1 5

2 5
2



( )( ) ( ( )) f
x

f of x f f x x x D− − + −= = =     ;    ∈ =1 1 2 5 5

2


.   fof -1= f -1of بنابراین	

https://iranarze.ir/blog/estekhdam44/
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9   نمودار توابع f و g داده شده اند. ضابطه f - g ، f + g و fg را محاسبه کنید.  

( ) = −     ;      = ff x x D
2

2
5

حل:                                                                                   

( ) = − +     ;      = gg x x D
3

3
2

( )( ) ( ) ( )+ = + = − +f g x f x g x x
11

1
10

( )( ) ( ) ( )− = − = −f g x f x g x x
19

5
10

( . )( ) ( ). ( ) ( )( )= = − − +f g x f x g x x x
2 3

2 3
5 2

.± = =
     

 f g f gD D D

10  با توجه به نمودار مقابل، هرکدام از عبارت های داده شده را در صورت امکان محاسبه کنید. 

( f + g)(2) )الف    
( f + g)(-3) )ب    
    ( )( )f g

1

2
      پ( 

( fog)(-4) )ت    
	( )( )f
g

0     ث( 
 ( gof   )(-1)  )ج    

(  f    +g )(2) =f    (2)+g   (2) =2+(-1)=1 حل: الف(	
(  f    +g )(-3) =f    (-3)+g   (-3) = تعریف نشده 	ب(         
( . )( ) ( ). ( ) .= =   =f g f g

1 1 1 5 1 1 5

2 2 2 2 2 2 2
         پ(	

(  fog )(-4) =f    (g   (-4) )= تعریف نشده 	ت(         
( )( )( )
( )

= = =f f
g g

0 2
0 2

0 1
         ث(	

(  gof     )(-1) =g    (  f    (-1) )= g  (1)=0           ج(	

-2 -1 1

-2

0

1

2

3

2 3 4 5 6
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x

= −
+ 1
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11  نشان دهید که وارون )معکوس( هر تابع خطی به صورت y = ax + b )a ≠ 0( باز هم یک تابع 

خطی است. 

حل: تابع خطی y = ax + b که a ≠0 در نظر بگیرید.
( )−= −  → = − → = −b b

ax y b x y f x x
a a a a

11 1

بنابراین f -1 نیز یک تابع خطی است.

تابعی  می کند.  تبدیل  سانتی گراد  درجه  به  را  فارنهایت  درجه   ( ) ( )= −f x x
5

32
9

تابع    12

بنویسید که درجه سانتی گراد را به عنوان ورودی دریافت کند و درجه فارنهایت را به عنوان خروجی 
تحویل دهد.

حل: برای این منظور بایستی تابع وارون f را پیدا کنیم.
( )= − → − =y x x y

5 9
32 32

9 5

                         
( )−→ = + → = +x y f x x19 9

32 32
5 5

x: برحسب درجه سانتی گراد

f    -1( x   ): برحسب درجه فارنهایت

13  در تصاویر زیر طرح جلد چند کتاب پرفروش در حوزهٔ خاطرات دفاع مقدس را می بینید: 

70

10 با توجه به نمودار مقابل، هرکدام از عبارت های داده شده را در صورت امکان محاسبه کنید. 

     ( )( )fg
1

2
الف( (2)(f + g )              ب( (3-)(f + g )              پ( 

 ( gof   )(-1) )ج                    ( )( )f
g

0 ت( (4-)(fog )                ث( 

11  نشان دهید که وارون (معکوس( هر تابع خطی به صورت y = ax + b (a ≠ 0) باز هم یک تابع خطی است. 
) درجه فارنهایت را به درجه سانتی گراد تبدیل می کند. تابعی بنویسید که درجه سانتی گراد را به  ) ( )f x x= −5

32
9

12  تابع 
عنوان ورودی دریافت کند و درجه فارنهایت را به عنوان خروجی تحویل دهد. 

13 در تصاویر زیر طرح جلد چند کتاب پرفروش در حوزهٔ خاطرات دفاع مقدس را می بینید: 
یکی از این کتاب ها در چاپ اول ١٠ هزار نسخه و در هر یک از چاپ های دیگر 7 هزار نسخه تولید شده است.

کتاب دیگر در چاپ اول ٢٠ هزار نسخه و در هر یک از چاپ های بعدی 9 هزار نسخه به چاپ رسیده است. 
الف( تابع هایی بنویسید که تعداد نسخه های چاپ شده هر یک از این دوکتاب را برحسب شماره چاپ نمایش دهند. 

ب( تابعی بنویسید که مجموع نسخه های چاپ شدهٔ هر دو کتاب را نمایش دهد. 
ت( نمودار هر سه تابع را در یک دستگاه محورهای مختصات رسم کنید.
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یکی از این کتاب ها در چاپ اول ١٠ هزار نسخه و در هر یک از چاپ های دیگر 7 هزار نسخه 
تولید شده است.

کتاب دیگر در چاپ اول ٢٠ هزار نسخه و در هر یک از چاپ های بعدی 9 هزار نسخه به چاپ 
رسیده است. 

الف( تابع هایی بنویسید که تعداد نسخه های چاپ شده هر یک از این دوکتاب را برحسب شماره 
چاپ نمایش دهند. 

ب( تابعی بنویسید که مجموع نسخه های چاپ شدهٔ هر دو کتاب را نمایش دهد. 
ت( نمودار هر سه تابع را در یک دستگاه محورهای مختصات رسم کنید.

حل:
f    (x)=10000+(x    -1)(70000)        x     ≥ 1  الف(	
g    (x)=20000+(x    -1)(90000)        x     ≥ 1 	
h    (x)=f    (x)+g    (x)=30000+160000(x    -1)        x     ≥ 1     ب(	
y =f    (x)  =70x    -70+10=70x    -60     پ(	
y =20+90x    -90=90x    -70 	
y =30+160x    -160=160x    -130 	

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
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پ(
 چا

اره
شم

(
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نمونه سؤالات ارزشیابی فصل 2 

 بنویسید.
: [ , ]

( )

− →


− =

f

x
f x

1 2

5 3

2

1  نمایشی دیگر برای تابع   

2 دو تابع بنویسید که دامنه یکی (2,1-] و دامنه دیگری [1,2-] باشد. سپس هریک را جداگانه 

رسم کنید و برد آنها را به دست آورید.
3  کدام دسته توابع زیر با هم مساوی اند؟ دلیل بیاورید.

) )الف )

( )

 −=
 −
 = +

x
f x

x
g x x

2 9

3
3

	 )ب

 

( )

( )

 −= +


− = +

x
f x

x

x
g x

x

2

2

2

2

	 )ج

 

( )

( )

 = −

 = −


f x
x

g x
x

1

2
1 1

2

 )د 
( )

( )

 −= +


− = +

x
f x

x

x
g x

x

1

1

1

1

	 )هـ
 

( )

( )

 = −


= −

f x x x

g x x x

2 2

2
	 )و

 

( )

( )

 −=
−

 = + +

x
f x

x

g x x x

3

2

1

1

1

) )ی ) | |

( )

=


=

f x x

g x x2
	 )ل

 

( )

( )

  
=  

+  
 =

x
f x

x

g x

2

2 1

0

) با هم مساوی اند؟ برای پاسخ خود  ) = + −g x x24 ) و 2 ) =
+ +

x
f x

x

2

22 4
4  آیا دو تابع 

دلیل بیاورید.

5  دو تابع مساوی تابع |f    (x)=|x   -2 بنویسید.

) ، مقدار k چقدر باشد تا به ازای هر x داشته  )
 −         ≠= −
            =

x
x

g x x

k x

2

2

1
1

1

3 1

6  اگر f    (x)=x   +1 و 

باشیم f   (x)=g  (x) ؟
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7  کدام درست و کدام نادرست است؟ برای هرکدام دلیل بیاورید.

الف( دامنه و هم دامنه تابع باید با هم برابر باشند.
ب( از مجموعهٔ }a,b,c{ به مجموعه }d,e{ تابعی یک به یک وجود دارد.

ج( هم دامنهٔ تابع زیرمجموعه ای از برد آن است.
د( اگر f و g دو تابع یک به یک باشند، f   +g یک به یک است.

) را رسم کرده و دامنه و برد آن را مشخص کنید. )
 −          ≤


= −          < <
 +           ≥

x x

f x x

x x

2 2 0

4 0 2

3 2

8 نمودار تابع 

) را رسم کرده و دامنه و برد آن را تعیین کنید. )
                   <= 
 − +      ≥

x
xf x

x x

1
0

1 2 1

9  نمودار تابع 

10  ضابطهٔ نمودار روبه رو را بنویسید.

-3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

x

y

11  در کدام معادلهٔ زیر y، تابعی از x است؟ دلیل بیاورید.

	xy   =2 )ب                                               x2+y2=10 )الف
	x2-y2=10 )د                                               |x    -1|+y =3 )ج 

|x2    -4|+| y -1| =0 )و                           	|x    -1|+| y | =0 )هـ
− + =x y1 0   ز( x  |+| y 2  -1| =0|	                           ر( 

	|[x    ]|+| y | =0 )ش                                                 [x    ]+y =0 )س  
− + + =x y2 9 1   ص( x   y    =y   x	                           ض( 0

(x    -1)y =0 )ظ                           	x2+(y    -3)2=0 )ط  
 [y    ] =  x )غ                                                  |x    |+| y | =1 )ع
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به   [-3,5) بازهٔ  در  را  روبه رو  نمودار    12

دلخواه کامل کرده و سپس ضابطهٔ آن را بنویسید 
4-3-و دامنه و برد مشخص کنید. -2 -1 0 1 2 3 4

-2

-1

1

2

x

y

13  نمودار توابع زیر را رسم کنید.

	y =2[x    ]-1    -1 ≤ x     <2 )الف  y =[2x    ]-1    -1 ≤ x     <2 )ب 
	y =[2x    -1]    -1 ≤ x     <2 )ج  ]= y )د  x

3
]    -3 ≤ x     ≤3

	y = x  +[x    ]    -1 ≤ x     <2 )هـ  y =  x  -[x    ]    0≤ x     ≤  3 )و 
14 در جای خالی عبارت مناسب قرار دهید.

) برابر ............. است. )− +f 1 2 الف( اگر f   (x) =[x    -3] باشد، در این صورت حاصل 
x= برابر ............ است.

1

5
 به ازای  

 + 
x

x 1
ب( حاصل 

ج( اگر f   (x) =[x    ] باشد، حاصل  f   (x    -f   (x) ) برابر ............ است.
 برابر ............. است. +    

n n24 4 ، حاصل  ∈n د( اگر 
15  الف( آیا تابع f   (x) =  x    2-4x یک به یک است؟ چرا؟

ب( آیا می توانید دامنه آن را طوری محدود کنید که یک به یک شود؟ در صورت این عمل، وارون 
آن را بیابید.

16  در صورت یک به یک بودن تابع f   (x) =  -(x    -2)2 برای x     ≤  2  ، وارون آن را بیابید و دامنه 

و برد آن را مشخص کنید.
) را در صورت وجود بیابید و نمودار تابع و تابع وارون را رسم  ) = −f x x3 1 17  وارون تابع 

کنید.
، تابع ............. است. ( ) ( )−=   ≠

−
x

f x x
x

2
1

1
18  وارون تابع 

) وارون یکدیگرند؟ چرا؟ ) =
−

g x
x

1

5
) و  ) = +f x

x
1

5 19  آیا دو تابع 

) معکوس پذیر باشد، بیشترین مقدار k را بیابید. )
 − +      ≥= 

+              <

x x
f x

x k x

1 2 1

1
20  اگر 
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21 اگر خروجی ماشین زیر 14 باشد، ورودی آن را بیابید.

→ + − → − →x x x y2 1 3 5 1

: معکوس پذیر باشد، کمترین مقدار a را بیابید. [ , )
( ) | |

+∞ →
 = − +

f a

f x x2 3 1
22 اگر 

23  وارون تابع y   =x   +[x] را در صورتی که بدانیم یک به یک است، پیدا کنید.

24 اگر f = {(-2 , 1) , (3 , 5) , (1  , 4), (6  , 0)} و

,  g = {(1, 9) , (5 , 0) , (7  , 3), (2  , -2), (6 دو تابع باشند، مطلوب است: 2 )}
	f     +g)الف 	f     -3g 2 )ب  fog)ج
	of(f     -g) )د )هـ 

 
g
f

	 fof )و 

) مطلوب است: ) = +g x x 5 ) و  ) = −f x x x2 3 25  اگر 

f     -g ب( ضابطه                                     	f     -g الف( دامنه

) باشد، ) = −g x x 2 ) و  ) =
+

f x
x

1

1
26  اگر 

f را به دست آورید.
g

الف( مقدار (3)(f     +g) را محاسبه کنید.                ب( دامنه 
) باشد، مطلوب است: ) = +g x x 1 27 اگر f   (x) =2x    -3 و 

(gof    )(x) ٔبدون محاسبه gof الف( دامنه
ب( ضابطه (x)(    gof) را بنویسید.

) را به دست آورید. )( )+f g
g

2
1 ج( 

28  با توجه به نمودارهای f و g، نمودار f    +g را رسم کنید.

-3-4 -2 -1 0 1 2 3 4

-2

-1

1

2

x

yg

f

) باشد، مطلوب است: ) =
+

g x
x

1

2
) و  ) =

−
x

f x
x2 1

29  اگر 

.( fog    )(x) بدون محاسبه ضابطه fog الف( دامنه
( fog    )(x) ب( ضابطه
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) باشد، مطلوب است: ) =g x
x
1 ) و  ) = − +f x x 1 30 اگر 1

( f
g

)(x) ج( ضابطه 	 	(f     +g)(-1) )ب 		  f
g

الف( دامنه 

31 اگر نمودار تابع y   =f   (x) به صورت زیر باشد، جواب معادلهٔ 0=(x)(     fof ) را به دست آورید.

-4 -2-3-6 -5-8 -7 -1 2 41 3 5

-4

-2

-3

-1
0

1

2

3

4

5

6

7

8

y

x

-5

−1/5

( )y f x=

به صورت   g و   f تابع  دو  نمودار  اگر    32

روبه رو باشد. نمودار f     -g را رسم کنید و دامنه 
= را به دست آورید.

−
y

f g
1 تابع 

-2 -1 0 1 2 3

-2

-1

1

2

3

4

-3-4

y

x

fg

−10
3

) باشد. دامنه تابع   og(    f     -g ) را بیابید. ) = −g x x24 ) و  ) =f x x 33  اگر 

34  اگر f = {(1  , 4), (2  , 3),(5  , 1)} و g = 2|x|+1 باشد و a ،      f            -1(g       (a))=2 را بیابید.

. f        -1(x) مطلوب است ، ( ) x x
f x

x x

 +        ≥= 
−            <

2 1 2

2 1
35  اگر 



1 تابع نمایی
2 تابع لگاریتمی و لگاریتم 

3 ویژگی های لگاریتم و حل معادلات لگاریتمی

توابع نمایی و لگاریتمی

فصل

توابع نمایی در تخمین قدمت اشیای باستانی کاربرد دارند 
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نگاه کلی به فصل  

این فصل شامل 3 درس است. در درس اوّل، توابع نمایی و رفتار نمایی معرفی می شوند و به بررسی 
خواص این توابع پرداخته می شود. در درس دوم ابتدا مفهوم تابع لگاریتمی معرفی می شود و به دنبال آن 
لگاریتم تعریف می شود. پس رابطه بین توان و لگاریتم بیان می شود و در ادامه برخی از ویژگی های تابع 
بیان می کنیم و در ادامه یک  لگاریتم مورد مطالعه قرار می گیرد. در درس سوم، ویژگی های لگاریتم را 
در حل مسائل  لگاریتم  کاربردهای  از  برخی  این فصل،  انتهای  در  می کنیم.  تعریف  را  لگاریتمی  معادله 

بیان می شوند.

 توابع نمایی و لگاریتم

1 تابع نمایی
2 تابع لگاریتمی و لگاریتم 

3 ویژگی های لگاریتم و حل معادلات لگاریتمی

توابع نمایی و لگاریتمی

فصل

توابع نمایی در تخمین قدمت اشیای باستانی کاربرد دارند 

با توجه به اینکه در ابتدای فصل توضیحاتی در مورد قدمت اشیای باستانی یا پیدا کردن سن یک فسیل 
مطرح می شود و در لابه لای فصل، کاربردهای زیادی از توابع نمایی و لگاریتمی بیان می شود، از این رو 
تصویر عنوانی که یکی از بناهای تاریخی کشور عزیزمان می باشد، یادآور اهمیت و نقش توابع نمایی، در پیدا 

کردن سن این بناهاست.
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دانستنی هایی برای معلم   

مفهوم لگاریتم برای اولین بار در این کتاب مطرح می شود و تابع لگاریتم به عنوان معکوس تابع نمایی 
مورد مطالعه قرار می گیرد. در بسیاری از مسائل روزمره، برای مدل سازی یک مسئله می توان از توابع نمایی 
استفاده کرد. برخی از این مسائل همانند محاسبه نیمه عمر، جرم توده باکتری، مقدار دارو در بدن انسان، 

محاسبه انرژی آزاد شده در یک زلزله و تابع جمعیت در این فصل مورد مطالعه قرار گرفته اند.
در  مناسب  به طور  آن  از  و  باشند  داشته  لگاریتم  از  درستی  درک  بتوانند  آنکه  برای  دانش آموزان 

محاسباتشان استفاده کنند، نیاز به درک مناسب از سه مفهوم تابع نمایی، تابع لگاریتمی و لگاریتم دارند.
علاوه بر درک جنبه های مختلف مفاهیم توابع نمایی و لگاریتمی توسط دانش آموزان به این نکته باید توجه 

شود که در معرفی هر مفهوم موارد زیر نیز به همراه آن ارائه شود:
١ به کارگیری توابع نمایی و لگاریتمی در حل مسائل کاربردی،

2 استفاده از ماشین حساب برای حل مسائل واقعی،

3 مقایسه توابع نمایی در حالت های مختلف که پایه بیشتر از یک و یا کمتر از یک است.

4 مقایسه تابع نمایی با تابع چند جمله ای

5 پیداکردن مقدار تقریبی تابع f    )x(=ax برای نقاط اصم

نقشه مفهومی فصل 3   

تابع لگاریتمتابع نمایی

رسم تابع لگاریتمیمعادلات نماییدامنه و برد تابع نماییرسم تابع نمایی
دامنه و برد تابع 

لگاریتمی
ویژگی های لگاریتم

حل معادله لگاریتمیتعریف اعداد تواندار کاربرد تابع نمایی

کاربردهای لگاریتم
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در این فصل، اگر چه دانش آموز با مفاهیم توابع نمایی و لگاریتمی آشنا می شود، اما مهم تر از آن ابعاد 
درک و تصویر درست از روابط بین آنهاست. دانش آموز باید درک کند که تابع نمایی رشد سریع تری نسبت 
به توابعی مثل چند جمله ای ها دارد. دانش آموز باید بتواند از مفهوم لگاریتم برای حل مسائل استفاده کند.
مشابه مثال نمک حل نشده در آب یا مثال زلزله یا جرم کربن 14 می توان مسائلی از این قبیل را طرح کرد 
و با محاسبات ساده به نتایجی مهم دست پیدا کرد. در بسیاری از کتاب ها سن برخی از موجودات زنده با 
مدل سازی هایی که در همه آنها توابع رفتار نمایی وجود دارد صورت گرفته است و نتایجی که به دست آمده 

است همچون سن جسد یک انسان ما قبل تاریخ، سن یک ماموت و… ارزش فراوانی دارد.
در قسمت لگاریتم نیز می توان از مسایلی همچون تعیین pH یک محلول که معیاری از میزان اسیدی یا 
بازی بودن یک محلول است استفاده کرد که دانش آموزان در درس شیمی با آنها سرو کار دارند. همچنین 
برای این قسمت مطرح کردن مسایلی ساده در ریاضیات مالی که به نوعی به رشد و زوال مربوط است حائز 
اهمیت است. مشابه نمونه های ذکر شده در کتاب، مثال های فراوانی از کاربرد توابع نمایی و لگاریتمی در 

فیزیک، شیمی، زیست شناسی و فناوری نانو می توان یافت.

استفاده از ابزار و تکنولوژی  

از  یا اصم بخشی  و  بزرگ  با عددهای  یا دقیق  تقریبی  انجام محاسبات  برای  از ماشین حساب  استفاده 
مثال،  برای  کرد  با هوش تر طرح  دانش آموزان  برای  ارتباط  این  در  مسایل خاصی  می توان  می باشد.  کار 
53 استفاده کند. همچنین او  دانش آموز باید بداند چگونه از ماشین حساب برای محاسبه مقدار تقریبی 

log را پیدا کند. 2
3 باید بتواند مقدار تقریبی log7   50 یا 
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آشنایی  جئوجبرا  نرم افزار  با  فصل  این  در  به خصوص  و  کتاب  این  در  دانش آموزان  می شود،  توصیه 
داشته باشند. استفاده از این نرم افزار برای رسم توابع نمایی و لگاریتمی بسیار ارزشمند است در فرصت کم 
می توان توابع زیادی را برای دانش آموز رسم کرد و همچنین می توان با مقایسه آنها نتایج لازم را به صورت 
تصویری به دست آورد. به عنوان مثال، می توان تابعf   )x( =ax   را برای مقادیر مختلف a  <1 یا a>1<0 رسم 
کرد و دانش آموزان با مشاهده نمودار آنها در کنار هم می توانند در نهایت درک کنند کدام تابع صعودی است 

و کدام نزولی یا اگر a1 <b<1 آن گاه x( =ax(  f   و bx= )g  )x   چه ارتباطی با هم دارند.

تاریخچه لگاریتم   

لگاریتم طبیعی، لگاریتم بر مبنای عدد e است و این عدد توسط نپر و بریگز کشف شد ولی اهمیت آن را 
نیکولاس مرکاتور در سال 1688 نشان داد. عدد e که یک گنگ است )یعنی نمی توان آن را به صورت یک 
کسر نشان داد( تا چندین رقم بعد از اعشار محاسبه شده است و تا 5 رقم بعد از اعشار این عدد مساوی 
2/71828 است. این عدد مبنایی برای انجام محاسبات پیچیده مانند محاسبه سرعت واپاشی هسته ای یک 
ایزوتوپ رادیواکتیو می باشد. این عدد در طبیعت هم دیده می شود، مثلاً در اشیاء یا نظام هایی که دستخوش 
روند رشد ثابت یا نمایی می شود. در سال 1614 جان نپر، کتابی با عنوان »توضیح قانون حیرت آور لگاریتم ها 
منتشر کرد در آن به توضیح اصول محاسبه با لگاریتم ها پرداخت. نپر دریافته بود که هر عددی را می توان به 
صورت توانی از 10 را نشان داد که او آن را لگاریتم نامید. او همچنین افزود اگر لگاریتم دو عدد با هم جمع 

شوند، نتیجه حاصل ضرب آن دو عدد می شود.
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اهداف درس    

0>a >1  و  a  <1 برای دو حالت y =ax 1 رسم تابع

52 روی نمودار توابع مربوطه. 23 و  ٢  پیدا کردن مقدار تقریبی اعدادی مثل 

٣ پیدا کردن دامنه و برد توابع نمایی

٤  درک مفهوم تابع نمایی و تابع رفتار نمایی و به کارگیری آنها در حل مسایل

0>a >1 و a  <1 برای دو حالت y  =ax ٥ تعیین صعودی یا نزولی بودن تابع

٦ مقایسه تابع نمایی با توابع چند جمله ای

روش تدریس 

درس اول با یک فعالیت در مورد جرم توده باکتری شروع می شود. برای معرفی تابع y  =2x  سه مرحله 
در نظر می گیریم. ابتدا فرض می کنیم دامنه اعداد x همه اعداد طبیعی اند. برای این منظور جرم توده باکتری 
مثال خیلی خوبی است، زیرا در هر مرحله جرم دو برابر می شود و از این رو مقدار تابع در مرحله n ام از 

رابطه f  )x( =2n   پیروی می کند. 
از دانش آموز خواسته می شود تا جرم باکتری ها را در مرحله 11 یا بالاتر پیدا کند که به طور تجربی او به 
این نتیجه خواهد رسید که باید از ضابطه تابع برای یافتن این مقدار استفاده کند که در فعالیت قبل آن را پیدا 
کرده است اما هنوز نمی توانیم تابع را رسم کنیم زیرا دامنه تابع f   )x( =2x  کل اعداد حقیقی است. بنابراین 

در پایان فعالیت اول تنها به رسم نقاط با دامنه اعداد طبیعی اکتفا شده است.

1
درس

تابع نمایی
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یک توده باکتری را در محیط کشت در نظر بگیرید. فرض کنید با نمونه گیری از این جامعه، مشخص 
 m  (t  ( ساعت با t شده است که جرم باکتری ها در هر ساعت دو برابر می شود. اگر جرم باکتری ها را پس از

نشان دهیم و با 1  گرم شروع کنیم یعنی m (0) =1، آن گاه باتوجه به جدول، به پرسش های زیر پاسخ دهید.

فعالیت  ص  72

t زمان )ساعت(m  (t  ) جرم باکتری ها

10
21
42
83

16?=4
? =  32  5
?  =   646

......
1024?=10

جدول )1( الف( در زمان های t   = 6 و t   = 5 جرم باکتری ها را به دست آورید.
m  )5(=32
m )6(=64

ب( پس از چند ساعت جرم باکتری ها 256 گرم می شود؟ پس از 
چند ساعت به 1024 گرم می رسد؟   

× ×2 2

64 128 256
 

به 256 گرم  باکتری ها  از 8 ساعت جرم  به جدول، پس  با توجه 
می رسد.

و پس از 10 ثانیه نیز جرم باکتری ها به 1024 گرم می رسد.
پ( آیا از اعداد این جدول می توان الگویی را برای محاسبه جرم 

باکتری ها در هر زمان به دست آورد؟
در هر مرحله جرم باکتری ها دو برابر مرحله قبل است.

بنابراین  است،  تابع  این  دامنه  گسترش  هدف  بعدی،  فعالیت  در 
نمایان   y =2x تابع  نمودار  از  بیشتری  نقاط  جدول  اعداد  پرکردن  با 
داده  آموزش  به دانش آموز  به صورت دستوری  می شوند. سرانجام، 
می شود که اگر نقاط بیشتری از این تابع را داشته باشد که این نقاط 
شامل نقاط گویا و اصم است شکل این تابع شبیه نموداری است که 
در صفحه 74 رسم شده است. برای اینکه دانش آموز متوجه باشد 
از وی  فعالیت  این  ادامه  اعداد حقیقی است، در  تابع  این  دامنه  که 
22 را با استفاده از نمودار پیدا  خواسته می شود تا مقدار تقریبی 
کند. همچنین یکی از اهداف دیگر این فعالیت، آموزش این مطلب 

است که نمودار تابع y =ax هرگز محورxها را قطع نمی کند.

m(t  )t

2°= 10

21 = 21

22 = 42

23=83
......

29 = 512?=9

جدول )2(

×2
×2
×2
×2
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در نمودار فعالیت قبل، نقاط مشخص شده اعداد صحیح نامنفی هستند. می توان نقاطی از آن نمودار، 
با طول اعداد گویا را نیز به دست آورد.

الف( جاهای خالی جدول را با قرار دادن اعداد مناسب پر کنید.

323
212

3
1
2

1
30-1-2-3x

23223
22212

32
1
22

1
322°2-12-22-32x

84/8 2 83

2/3 4 1 56/2 1 4
/3 2 1 26

11
2

1
4

1
8f (x)

نقاط در دستگاه مشخص  از  )برخی  را در یک صفحهٔ شطرنجی مشخص کنید  آمده  به دست  نقاط  ب( 
شده اند(.

فعالیت  ص  73

y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

1
3

2
3
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همان طور که ملاحظه می شود دامنهٔ تابع y   =  2 x همهٔ اعداد حقیقی و برد آن همواره اعداد مثبت است.
اگر تعداد نقاط خیلی زیاد شوند، شکلی شبیه نمودار زیر حاصل می شود.

ث( کدام یک از اعداد زیر، بین دو عدد 23 و 22 قرار دارد؟
5
22                  

3
22                  25                2-1

 بین دو عدد 22 و 23 قرار دارد.
5
22 5 بین دو عدد 2 و 3 قرار دارد. از این رو عدد 

2
عدد 

ج( چرا نمودار تابع y   =  2 x محور xها را قطع نمی کند؟
با توجه به نمودار y =2m، مقدار این تابع به ازای هر عدد حقیقی همواره بزرگ تر از صفر است و هیچ 
عدد حقیقی وجود ندارد که به ازای آن 2m برابر صفر شود بنابراین نمودار این تابع هرگز محور xها را قطع 

نمی کند.
( است و در ادامه  ( ) (x xf x a

a
−= = 1 هدف کار در کلاس آشنایی با توابع f  )x( =a-x و کشف رابطه 

از دانش آموز انتظار می رود بتواند دو تابع y  =ax و y  =a-x را با هم مقایسه کند و دامنه و برد هریک را به دست 
آورد.

y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9 x
y
=

2

72

2   6/3

7

2   2/6

2

توجه کنید دامنهٔ y = 2x شامل 
7 است. اعداد اصم مثل 

پ( چرا نمودار روبه رو یک تابع است؟ 
y ها  محور  موازات  به  که  خط  هر  زیرا 
نمودار  نقطه  یک  در  حداکثر  شود،  رسم 

روبه رو را قطع می کند.
x ها  محور  روی  را   x = 2 نقطهٔ  ت( 
22 را  مشخص کنید، سپس مقدار تقریبی 

با استفاده از نمودار پیدا کنید.
  22 تقریبی  مقدار  نمودار،  به  توجه  با 

برابر 2/6 است.
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 را رسم کنید و آن رابا نمودار y  = 2x مقایسه کنید. 
x

y  =   
1
2

الف( نمودار تابع 
هر دو تابع دو نقطه )0,1( محور yها را قطع می کنند.

( با افزایش x، مقدار تابع  (xy = 1

2
در تابع y =2    x با افزایش x، مقدار تابع افزایش می یابد و در تابع 

کاهش می یابد.
ب( دامنه و برد تابع را به دست آورید.

 ،  ) (xy = 1

2
تابع  نمودار  به  توجه  با 

آن  برد  و  حقیقی  اعداد  مجموعه  آن  دامنه 
مجموعه اعداد حقیقی مثبت است.

روی  را   // , ) ( 
  

0 51
0 5

2
نقطه  پ( 

نمودار مشخص کنید.

کار در کلاس  ص 75

y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9 x
y
=

2

/( / ,( ) )0 51
40 5

2

(
) x

y
=

12

بعد از کار درکلاس مثال هایی برای کاربرد مفهوم تابع نمایی و استفاده از آن در حل مسایل آورده شده 
است که انتظار می رود، در این قسمت مثال های بیشتری ارائه شود.

و h )x( =cx است که در آن    y )x( =bx ،f  )x(  =ax تابع   نمودار  هدف کار در کلاس صفحه 76، مقایسه 
a>b >c<1 یا  c  >b >a >1<0 است. سؤال پنجم این کار درکلاس در مورد صعودی یا نزولی بودن تابع 

نمایی y =ax بحث می کند.
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 h (x)=5x و g (x)=3x ،f (x)=2x 1  نمودارهای سه تابع

در  شکل )1( رسم شده اند. ضابطه هر تابع را روی نمودار 
بنویسید. آن 

2  دامنه و برد هر تابع را بنویسید.

آنها  برد  و  حقیقی  اعداد  مجموعه  تابع،  سه  هر  دامنه 
مجموعه اعداد حقیقی مثبت است.

3  آیا این توابع یک به یک هستند؟ چرا؟ بله

زیرا هر خط موازی محور yها نمودار توابع را حداکثر در 
یک نقطه قطع می کند.

کار در کلاس  ص 76

-2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

y

x

( ) xh x = 5 ( ) xg x = 3 ( ) xf x = 2

رسم   )2( شکل  در   ) (
x

t x  =   
1
5

و   ) (
x

v x  =   
1
3

 ، ) (
x

u x  =   
1
2

توابع  نمودارهای    4

شده اند. ابتدا ضابطه هر یک را روی نمودار آن بنویسید و سپس دامنه و برد آنها را به دست آورید. آیا این توابع 
یک به یک هستند؟

-4 -3 -2 -1 1 2

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

y

x

(
)

(
) x

u
x

=
12

(
)

(
) x

v
x

=
13

(
)

(
) x

t
x

=
15

با توجه به نمودار توابع، دامنه در همه موارد مجموعه اعداد 
حقیقی و برد مجموعه اعداد حقیقی مثبت است.

این توابع یک به یک هستند. زیرا به ازای هر خط موازی 
محور xها، نمودار هر یک از توابع، حداکثر در یک نقطه قطع 

می شود.
5 ــ الف( اعداد مقابل را از کوچک به بزرگ مرتب کنید:

	
, ) ( , , , ) ( , ) ( , , , , ,− − −→4 2 2 3 4 3 4 3 2 2 3 41 1 12 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

ب( جاهای خالی را پر کنید:
، f   (x)=ax در تابع

ــ اگر a  >1، با افزایش مقدار x، مقادیر f افزایش می یابند.
f کاهش  x، مقادیر تابع  با افزایش مقدار   ،0< a <1 ــ اگر

شکل )2(می یابند.

شکل )1(
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توصیه های آموزشی   

با دقت  کتاب  مثال های  و  تمرین ها  و در عوض  پرهیز شود  زیاد  تمرین های  دادن  از  توصیه می شودکه 
بیشتری مورد بحث و بررسی قرار گیرد. بسیاری از اهداف و مسایلی که در کتاب های کمک آموزشی مورد 
آنها در کلاس جداً خودداری شود.  از مطرح کردن  نیست و  این فصل  از اهداف  بررسی قرار می گیرند 
همچنین توصیه می شود برای یادگیری و تعمیق و تثبیت مفاهیم مربوط به رسم تابع نمایی چندین مثال از رسم 

توابع رفتار نمایی نیز در کلاس مطرح شود.

تمرین  ص 77

1 تحت شرایط ایده آل، جرم یک تودهٔ معین از باکتری ها در هر ساعت دو برابر می شود. فرض کنید در 

ابتدا 100 میلی گرم باکتری وجود دارد.
الف( جرم توده پس از t ساعت را به صورت یک تابع نمایی بنویسید.

 g  (t)=100*2t                                                                                                                      
 gجرم توده پس از t ساعت است.

ب( جرم توده را پس از 20 ساعت برآورد کنید.
   g  (20)=100*220

77 فصل سوم : توابع نمایی و لگاریتم

 5
الف( اعداد مقابل را از کوچک به بزرگ مرتب کنید:

, ( ( , , , ( ( , ( (4 2 2 3 4 31 1 12 2 2
2 2 2 ب( جاهای خالی را پر کنید:

، f   (x(=ax در تابع
ــ اگر a  >1، با افزایش مقدار x، مقادیر f …… می یابند.

ــ اگر a<1 >0، با افزایش مقدار x، مقادیر تابع f …… می یابند.

با ویژگی های مقدماتی آنها آشنا  در سال های قبل، توان های طبیعی، صحیح و گویای اعداد حقیقی را تعریف کرده و 
شده ایم. این قوانین برای توان های حقیقی نیز برقرارند. اگر a و b دو عدد حقیقی مثبت و مخالف یک و x و y دو عدد 

حقیقی باشند، آنگاه داریم:

                      1( a° = 1                        2( a-x = 
xa

1                      3( a x . a y = ax   + y  4( (a x    (y = a x y

5  ( (ab(x = a x b x                      6( ( (
x

x
x

a a
b b

=                 7( 
x

x y
y

a a
a

−=

1  تحت شرایط ایده آل، جرم یک تودهٔ معین   
می شود.  برابر  دو  ساعت  هر  در  باکتری ها  از 
فرض کنید در ابتدا 100 میلی گرم باکتری وجود 

دارد.
الف( جرم توده پس از t ساعت را به صورت 

یک تابع نمایی بنویسید.

برآورد  ساعت   20 از  پس  را  توده  جرم  ب( 
کنید.

 تمرین 

2  نمودار توابع y  = 2x+1 ، y  = 2x و y  =2x-1 در شکل روبه رو آمده اند. ضابطه هر تابع را روی آن 

مشخص کنید. با مقایسه نمودارهای توابع y  = ax+2 ، y  = ax و y  =ax-2 با یکدیگر چه نتیجه ای می گیرید؟ 
.)a  >1(

این تمرین، در مورد انتقال تابع y =ax است. دانش آموزان قبلاً برای تابع )y = f  )x در حالت کلی، با این 
مسئله آشنا شده اند.
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به  واحد  دو  انتقال  از   y =ax+2 تابع نمودار 
تابع  نمودار  و   y =ax نمودار  نقاط  همه  بالای 
نمودار  پایین  به  واحد  دو  انتقال  از   ،y =ax-2

تابع y =ax، حاصل می شود.
می شوند.  دفع  ادرار  با  بدن  در  داروها   3

فرض کنید 10 میلی گرم از یک نوع دارو در بدن 
شخصی قرار دارد و مقدار آن پس از t ساعت 

از رابطه A(t)=10(0/8)t به دست می آید.
چقدر  ساعت   8 از  پس  دارو  مقدار  الف( 

است؟
از  ساعت  هر  در  دارو  از  درصدی  چه  ب( 

بین می رود؟
حل:

A)8( =10)0/8(8   الف(  67/ 1 
ب(

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

y

xxy = 2

xy = −2 1

xy = +2 1

	
دارو در هر ساعت                                                          B )t( = 10-10)0/8(t :                                                                                                                                                میزان از بین رفتن 

               = 102)1-)0/8( t   (                                                        
پس به مقدار )t)0/8(-1(102 درصد از دارو در هر ساعت از بین می رود.

103 پیدا کنید. 4 الف( سه عدد بین اعداد 32/5 و 
/ / / / /< < < < < <2 5 2 6 2 7 2 71 2 8 103 3 3 3 3 3 	

x را حل کنید. − >2 1 1
4

1024
ب( نامعادلهٔ توانی 

x x x− −> → − > − → > −4 2 102 2 4 2 10 2 	
 z و y و x آن گاه چه رابطه ای بین ،ax  <a

y <a
z سه عدد حقیقی باشند، به طوری که z و y ،x پ( اگر

.)a  >1( برقرار است؟
.x  <y<z پس ax    >ay   >az و a  <1 چون
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5  ابتدا مقدار تقریبی هر عدد را به کمک نمودار پیدا کنید. سپس به کمک ماشین حساب، درستی 

پاسخ خود را بررسی کنید.

-2 -1 -0/4 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

y

x

x
y
=

3

3     5/1

3
2

3      0/6
21-

3
2

y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9 x
y
=2

/1 25

2    2/7

1/25

)الف /−1 23 0 63   	

)ب / /1 252 2 82  	

)پ /
3
23 5 19  	

y نمودار  y  =2x راقطع کرده است. طول نقطه برخورد بین کدام دو  = 13
2

6  الف( در شکل زیر خط 

عدد صحیح قرار دارد؟چرا؟
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> ، پس طول نقطه برخورد بین دو عدد صحیح 2 و 3 است. <
13

2 322 2 2 با توجه به نمودار 

y را رسم کنید. طول نقطه برخورد این خط و نمودار y  =2x بین کدام دو عدد صحیح  = 7 ب( خط 
قرار دارد؟

21<2x     <22 با توجه به نمودار
پس طول نقطه برخورد بین دو عدد صحیح 1 و 2 است.

7  در تصفیهٔ آب، داخل فیلترها، لایهٔ تمیز کننده ای قرار دارد که حدود 30  درصد از ناخالصی ها را 

حذف می کند و در نتیجه 70درصد از ناخالصی ها باقی می ماند. اگر داخل این فیلترها، دو لایه قرار دهیم، 
آن گاه 49 /0 = 7 /0 * 7 /0 یا 49 درصد از ناخالصی ها باقی می ماند.

 f    )t(=100)0/7(t درصد ناخالصی های موجود در آب از کدام رابطه به دست می آید؟ )الف
t تعداد لایه فیلتر مورد استفاده است.

ب( با قرار دادن چند لایه در فیلتر می توان بیش از 96 درصد از ناخالصی های آب را از بین برد؟
h )t(=100)0/3(t :از بین می رود t رابطه درصد ناخالصی آب که به ازای تعداد فیلتر

100)0/3(t  >4 → )0/3(t >0/04 → t =3 	

y

x
x-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

5

6

7

8

x
y
=

2

y =13
2

7 

x
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اهداف درس    

١  درک مفهوم تابع لگاریتمی و لگاریتم

٢  رسم تابع لگاریتمی

٣  ارتباط بین دامنه و برد تابع نمایی و تابع لگاریتمی به عنوان تابع وارون

٤  پیدا کردن مقدار تقریبی لگاریتم اعداد با استفاده از ماشین حساب

٥  مقایسه تابع لگاریتمی با سایر توابع مثل چند جمله ای ها

روش تدریس 

در درس دوم از دانش آموز خواسته می شود تا بار دیگر مسئله ابتدای فصل در مورد رشد توده باکتری 
را در نظر بگیرد. هدف این قسمت و فعالیت اول این درس معرفی تابع لگاریتمی به عنوان معکوس تابع نمایی 
و ارتباط این دو تابع است. برای این منظور، در پایان صفحه 80، دامنه و برد این دو تابع با هم مقایسه شده 
است. در فعالیت 1، دانش آموز مقدار تابع y =3 x را در نقاط مختلف به دست می آورد و با استفاده از مفهوم 
 y =f  -1)x( را به دست می آورد تا با استفاده از آن نمودار تابع y =x تابع معکوس، قرینه هر نقطه نسبت به خط

را رسم کند و در انتهای آن تعریف تابع لگاریتمی آمده است.

2
درس

تابع لگاریتمی و لگاریتم
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١  باتوجه به نمودار تابع f (x) = 3x نمودار تابع f      -1 را رسم کنید و جدول زیر را کامل کنید.

f     -1 ) (1
9

 = -2⇔f (-2) = 3 -2= 1
9

f     -1 ) (1
3  

= -1⇔

 

f (-1) = 3 -1= 1
3

 f -1(1) =0⇔ f (0) = 3 °=1

 f -1(3) =1⇔ f (1) = 3 1=3

f -1 ) ( =
3

2 3
3

2
⇔f ( 3

2 ) = /
3
23 5 1

 f -1(9) =2⇔ f (2) = 3 2=9

فعالیت  ص  81

2 گزینهٔ درست را با  و گزینه غلط را با × علامت بزنید.

و 1-) روی نمودار f       -1 قرار دارد. × 1

3
1 و 2-) روی نمودار f قرار دارد.        ــ نقطه (

9 ــ نقطهٔ (
.قرار دارد f       -1 1 ) روی نمودار

9 ــ نقطهٔ (0 و 1) روی نمودار f قرار دارد.×              ــ نقطه (2- و 
.یک به یک است f       -1 ــ تابع

y

x
-2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4
f

( )f x −1

مفهوم  نقطه  یک  در  لگاریتمی  تابع  مقدار  از  استفاده  با  تا  دارد  سعی  بعد،  مثال های 
لگاریتم را معرفی کند و آن را با توان های اعداد مقایسه کند از آنجایی که رسم این توابع 
برای  اضافه ای  تمرین  اگر  پیشنهاد می شود  می باشد،  زیادی  نقاط  کردن  پیدا  مستلزم 
این قسمت در نظر گرفته می شود، نمودار آنها رسم شود. در این قسمت ویژگی های 
لگاریتم گفته نشده است و در مثال های داده شده، انتظار می رود تا دانش آموز فقط با 

استفاده از تعریف، بتواند لگاریتم برخی از اعداد را پیدا کند.
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 ١

زیر رسم  ( در شکل  ( logh x x = 5 و   ) ( logg x x= 3  ، ) ( logf x x= 2 تابع  نمودار سه  الف(   
شده اند. ضابطه هریک را روی نمودار آن بنویسید.

ب( محل دقیق هریک از نقاط زیر را روی نمودار متناظرش نشان دهید. 
)4 , 16(    و    )2 , 9(    و     )1 , 5(

کار در کلاس  ص 83

-1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

-2

-1

0

1

2

3

4

y

x
( , )5 1

( , )92

( , )16 4
( ) logxf x = 2

( ) logxg x = 3

( ) logxh x = 5

( در حالت  ( logx
ch x = ( و  ( logx

bg x =  ، ) ( logx
af x = هدف این سؤال، 1 مقایسه توابع لگاریتمی 

.a,b,c ≠ 1است که a,b,c مختلف

logy را رسم کنید و سپس آنها را با هم مقایسه کنید. x= 1
2

 نمودار 
x

y  =   
1
2

پ( با توجه به نمودار 

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

-2

-1

1

2

3

4

5

6

(
) x

y
=

12

y

x

log
y

x
=

12 y
x=

log قرینه نمودار  xy = 1
3

تابع  نمودار 

( نسبت به خط y =x است. (xy = 1

2
تابع 
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2  مشخص کنید هر یک از نمودارهای زیر به 

کدام یک از ضابطه های زیر تعلق دارد؟
می رود  انتظار  دانش آموزان  از  سؤال،  این  در 
هم  با  را  لگاریتمی  و  نمایی  توابع  نمودار  بتوانند،  تا 

مقایسه کنند.
نکته: 

در کاردرکلاس 2، دانش آموز به راحتی می تواند 
پیدا  را  تابع  هر  ضابطه  نیز  نقطه یابی  از  استفاده  با 
این  اصلی  هدف  ولی  ندارد  منعی  کار  این  و  کند 

کاردرکلاس، استفاده از خواص توابع می باشد.
حل:

رسم  را   y =2 x تابع  ابتدا   ،y =-2 x  +2 الف( 
آن  قرینه  تعریف،  از  استفاده  با  و سپس  می کنیم 

نسبت به محور xها را رسم می کنیم.

انتقال  بالا  به  y =-2 x را دو واحد  تابع  سپس 
می دهیم تا شکل زیر حاصل شود.

y
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=

2

y

x
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

xy = −2
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=
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از مطالب فصل  با استفاده   ،y =)logx(+1 تابع برای رسم  ب( 
کنیم  رسم  را   y =log2x نمودار   ابتدا  است  کافی  می دانیم  تابع 
سپس، شکل آن را یک واحد به سمت بالا منتقل کنیم. دقت کنید 
که پرانتز اضافی است و تابع   y =1+log2xصحیح است که شکل 

آن به صورت روبه رو است:
-1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x

logxy = + 21

( را رسم کرده و  (xy = 1

2
( کافی است ابتدا نمودار  (xy −= 11

2
پ( سرانجام برای رسم نمودار تابع 

سپس نمودار آن را یک واحد به سمت راست منتقل کنیم.

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

-2
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(
) x

y
=

12

y

x
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

-2

-1

1

2

3

4

5

6

y

x

( )xy −= 11
2

3 حاصل عبارت های زیر را به دست آورید. 
           

log81  )الف
3 	ــ a =4 3 در نتیجهa =81 آن گاه ،a= log81

3
اگر  

log )ب
1
6

1
6 	

b در نتیجه b =1ــ
=1 1

6 6 ، آن گاه  logb =
1
6

1
6

اگر  

log8 )پ
2  	 c =3 2 در نتیجهc =8 آن گاه ، logc = 8

2
اگر  
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توصیه های آموزشی  
١  در این درس، از حل تمرین ها یا مسائلی که به استفاده از ویژگی  لگاریتم منجر می شود، خودداری 

شود.
2  استفاده از ماشین حساب برای رسم دقیق نمودارها توصیه می شود.

3  استفاده از کاغذ لگاریتمی یا شطرنجی برای رسم نمودارهای دقیق توصیه می شود.

4  دانش آموز باید به درستی درک کند که چرا لگاریتم اعداد منفی تعریف نمی شود.

تمرین  ص 85

1  با استفاده از تعریف لگاریتم، حاصل عبارت های زیر را بیابید:
a  =log100/01  → 10a =0/01  → a =-2

	
log bb b= → = → = −

1
6
6

16 1
6 	

	
log cc c= → = → =2

2
12 2
2 	

log dd d=    →   =    → =
3 2 37 2

7
2

7 7
3 	

2  نمودار تابع y = loga x را برای دو حالت a  >1 و a  <1>0 با هم مقایسه کنید.

در نمودار تابع y = loga x اگر a  >1 ، با افزایش x مقدار y افزایش می یابد.
و در نمودار تابع y = loga x اگر a  <1>0 ، با افزایش  x مقدار  y کاهش می یابد.

همچنین هر دو نمودار در نقطه x  =1، محور xها را قطع می کنند.
 3

الف( خط y  =27 نمودار تابع y   =3x را در چه نقطه ای قطع می کند؟
x  =3 3=27       در نتیجهx     

ب( خط y  =10 نمودار تابع y  =(0/01)x را در چه نقطه ای قطع می کند؟

.x = − 1

2
اگر x)0/0(=10 آن گاه  2x-=1و در نتیجه 



136

4 نمودار دو تابع f   (x)=x2 و g  (x)=2x را رسم کنید و سپس آنها را با هم مقایسه کنید.

y
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=
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)

f
x

x
=

2
 ،x  =0 ها متقارن است، یک به یک نیست و یک نقطه مینیمم دارد و به ازایy نسبت به محور y =x2 تابع

دارای عرض صفر است.
تابع y =2x  یک به یک است و با افزایش مقدار x، مقدار تابع افزایش می یابد. این تابع در هیچ نقطه ای 

محور xها را قطع نمی کند و اصطلاحاً صفر ندارد.
تابع y  =2x بازه )∞ +,0(  دامنه هر دو تـابع مجموعه اعداد حقیقی و برد تابع y  =x2 بازه )∞ +,0[ و برد 

است.
5 عبارت درست را با  و عبارت غلط را با × علامت بزنید.

 .لگاریتم اعداد مثبت کمتر از 1 همواره عددی منفی است       
  .لگاریتم اعداد منفی تعریف نمی شود       
    .تابع لگاریتم، تابعی یک به یک است       
       تابع لگاریتم محور y ها را قطع می کند. ×

       اگر نقطه ) b,d( روی نمودار y  =a  x قرار داشته باشد، آن گاه )d, b( روی نمودار y = loga x قرار 
  .دارد

×  .log10a < log10b آن گاه a  >b>0 اگر       
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6  نمودار تابع های زیر را رسم کنید.

y = 1 + log3 x  )الف
y   = -3x-2  )ب  

) (xy = 1
4

3
 پ( 
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اهداف درس    

1  آموزش ویژگی های اصلی لگاریتم مثل لگاریتم ضرب و تقسیم

2 استفاده از ویژگی های لگاریتمی در حل معادلات لگاریتمی

3 بررسی کردن جواب های یک معادله لگاریتمی برای پیدا کردن جواب درست

4  تعمیم برخی از ویژگی های لگاریتم که از خواص داده شده در این درس به دست می آیند.

روش تدریس 

این درس با چند مثال و حل آنها شروع می شود و در واقع چندین ویژگی  ساده ولی پر اهمیت و اساسی 
لگاریتم آموزش داده می شود. در مثال اول دانش آموز با استفاده از یافته های قبلی به سادگی می تواند نشان 

loga
a =1 loga و  =1 0 دهد که 

در مثال دوم، لگاریتم حاصل ضرب دو عدد به دست می آید و به عنوان تعمیمی از آن در مثال بعد، ثابت 

. log log
nb b

a an= می شود 
هدف کار در کلاس، پیداکردن لگاریتم تقسیم دو عدد و استفاده از آن برای پیدا کردن لگاریتم برخی از 

اعداد اعشاری است.

3
درس

ویژگی های لگاریتم و حل معادله های لگاریتمی
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کار در کلاس  ص 87

1  نشان دهید که اگر a    ,    b  ,  c    >0 و c  ≠1 ،  آن گاه 

log log logc c c
a

a b
b

= −
	

 . b =cy و a =cx  پس طبق تعریف logb
cy = loga و 

cx = حل: فرض کنید 
و logb

c y= loga و  
c x= پس 

log
ax

x y b
cy

a c
c x y

b c
−= = ⇒ = − 	

	
log log log

a
a bb

c c c⇒ = − 	
2  اگر a  =log2 و b  =log3، حاصل عبارت های زیر را برحسب a و b بنویسید.

log )الف / log log log log log= = − = × −2 275
0 75 75 100 5 3 10

100 	
log log log log log= + − = + −25 3 2 10 2 5 3 2

	) (a b b a= − + − = −2 1 2 2
	

)ب log log log log− = − ×
3

2
4 233 250 3 2 5 10

	

log )log log (= × − +22
3 2 5 10

3 	=2log2-2log5-1
	=2a-2(1-a)-1
	=4a+1
	

)پ log / log log log= = − 35
0 005 5 10

1000 	=log5-3log10
	=1-a-3
	=-(a+2)
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در بخش معادلات لگاریتمی، پس از معرفی معادلات لگاریتمی، چندین مثال و حل آنها ارائه شده است 
که نکته مهم در همه آنها این است که به دانش آموز یاد داده می شود که پس از پیدا کردن جواب ها باید همواره 
جواب ها را آزمایش کند و از دبیران محترم تقاضا می شود تا در این قسمت معادلات بیشتری حل کرده و 
همواره درستی جواب ها را آزمایش کنند. در ادامه، کاربردهای لگاریتم در حل مسایل مدل شده هستند 
که هدف اصلی این فصل را دنبال می کند. مثال هایی از قبیل رشد جمعیت، شدّت زلزله و نیمه عمر مواد 

هسته ای که در همه آنها از توابع لگاریتمی استفاده شده است.

معادله های لگاریتمی زیر را حل کنید:
log 5  (2x   -1)=log5x )الف

	2x  -1=x → x  =1
	

log )ب ) ( log ) (x
x − + + =3 31 1 2

2 	

log ) () (x
x − +3 1 1

2 	
log ) () (x

x= × ⇒ − + = 2
32 3 1 1 3

2 	⇒x  =4 ,  x   =  -5 غ ق ق
logx +  log (x   +3  ) =1 )پ	
	 log10 x  (x   +3) = log1010
	 x  (x  + 3  ) =10    ⇒x  =2 ,  x   =  -5 غ ق ق
	

فعالیت  ص 88

توصیه های آموزشی  

1 برشمردن ویژگی های لگاریتم به جز آنچه آموزش داده شده است جزء اهداف این فصل نیست.

2 حل مسایلی که در آنها از ویژگی های مقدماتی لگاریتم استفاده می شود اکیداً توصیه می شود.
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3 هدف از حل معادله، معادلات ساده لگاریتمی هستند که برای حل آنها از خواص مقدماتی استفاده 

می شود.
4  از طرح و حل سؤالاتی که جزو اهداف اصلی این فصل است به شدت پرهیز شود.

5  چنانچه فرصت کافی برای طرح سؤالات اضافی وجود داشته باشد مطرح کردن مسایل رشد و زوال 

و همچنین سود و زیان اشکالی ندارد ولی در همه آنها اهداف اصلی این فصل مدنظر باشد.

تمرین  ص 90

1  معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید.
 

log )الف logm m− − =2
4 4 3 0 	

log logm m
m m

m m
= → = → − + =

− −
                                                 → ∆ <

2 2
2

4 41 1 3 0
3 3

0

	

معادله جواب ندارد.
log2    (12b  -21) -log2 (b  )ب

2-3) =2 	

  log b

b

−
−

2 2

12 21

3 	

= 2 × log22 	

 b
b b b

b

− = → − + = → =
−

2
2

12 21 3
4 4 12 9 0

23 	

( پس جواب به دست آمده، قابل قبول نیست. ( − = −3
12 21 4

2
چون 

 2
 m (t) =2t t از فرمول  باکتری ها در زمان  الف( در فعالیت 1 از درس اول این فصل، دیدیم که جرم 

به دست می آید.معکوس این تابع را بنویسید و آن را تفسیر کنید.
m-1 (t  ) = log2t 	

که دور آن t جرم باکتری و m-1 (t) زمان سپری شده برحسب ساعت است.
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ب( با استفاده از وارون تابع m (t)، برآورد کنید در چه زمانی جرم باکتری ها حدود 5000 گرم می شود؟ 
log 2  0/301 	

log log log loglog
log log log

× += = =10
2

10

5000 5 1000 5 1000
5000

2 2 2 	

log / /
log /

+ − += 5 3 1 0 301 3
12 28

2 0 301
  	

3  درستی یا نادرستی عبارت های زیر را بررسی کنید:

    (b ≠ 1 , a , b   >0)     log =b aa a الف( 
نادرست است به عنوان مثال اگر a =100 و b =10 آن گاه    

?
log = = ≠2 4

10100 100 100 10 100 	
(d ≠ 1 , a , b , c , d >0)    logdabc = logda + logdb + logdc )ب

log d ab = log d a + log d b درست است. تعمیم حالت
                           log x log y = log x  +log y )پ

?نادرست. مثال
log log log log+≠10 100 10 100 	
1×2     ≠     1+2                                                                                                                

ت( لگاریتم هر عدد مثبت، همواره عددی مثبت است.
 (a  ≠ 1,a >loga1=0, logax   <0 )0,1( در بازه x نادرست. ) به ازای هر

4  نیمه عمر عنصری چهار روز و جرم اولیه یک نمونه از آن یک گرم است.

) (
t

m t
−

= × 41 2 الف( جرم m (t) را که پس از t روز باقی می ماند، بیابید. 
ب( طی چند روز، این جرم به 0/01 گرم کاهش می یابد؟

  /
t−

= 40 01 2  	

  log / log logt t= − → − = −0 01 2 2 2
4 4

 	

  /
log /

t = 8 8
26 6

2 0 3
 
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پس طی 27 روز، جرم این عنصر به 0/01 کاهش می یابد.
.)log 3   0/4771 , log 2  5  عبارات زیر را ساده کنید. )0/301 

log(18×375)=log 18+log375=log2+2log3+3log5+log3  )الف 	
=log2+3log3+3log5 	
  0/3+3×0/4+3 )1-0/3( 	

=3/6 	

] )ب ]log / log log= −1
0 75 75 100

2 	
[ ]log log= + −1

3 2 5 2
2

	

[ ]/ ) / (+ − −1
0 4 2 1 0 3 2

2


	
	

=-0/1 	

log )پ log log log= ÷ = = =
1 52
4 43

2 2 2 24

8 5 5
2 2 2 2

4 42 	
6  گزینه های درست را با  و گزینه های نادرست را با × علامت بزنید.

×  log 5 =log 3+log 2                                logba × logab = 1 
log log
log log

a b
b a
  × =
  

1

7 نیمه عمر یک ماده هسته ای 30 سال است. نمونه ای از این ماده 128 میلی گرم جرم دارد. جرمی که 	

پس از 300 سال باقی می ماند چقدر است؟
) (

t

m t
−

= × 30128 2 	

) ( × × /m
− −= = =

300
1030300 128 2 128 2 0 125 میلی گرم  	
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نمونه تمرین های حل شده   

کدام یک از ضابطه های زیر مربوط به یک تابع نمایی است.

x( = )2x   -1(2(  f )الف ( )ب	 (
x

x
g x = 2

3
x( =)0/001(x( h  )پ	

( )ت (t x x=
1
5 x( =)-2(x(  r )ث	  	

حل: طبق تعریف، هر تابع به صورت y = ax که در آن a عددی مثبت و مخالف یک باشد، تابعی نمایی 
است.

الف( همان طور که ملاحظه می شود،تابع، صورت کلی تابع نمایی را ندارد. پس )f  )x تابع نمایی نیست.
چون دانش آموزان با تابع درجه 2 آشنا هستند. برای رد این قسمت، می توان از رسم تابع نیز استفاده 

کرد.

) ( ) (
x

x
x

g x = =2 2

33
ب(	 

a و a  ≠ 1. پس این تابع نمایی است زیرا به صورت y = ax است. = >2
0

3
	

h )x( = )0/001(x پ(	
a= 0/001 < 0 و a ≠ 1. پس این تابع نمایی است زیرا به صورت y = ax است.

) (t x x=
1
5 ت(	 

در تعریف تابع نمایی، پایه یک عدد حقیقی مثبت و مخالف یک است ولی در تابع )t )x، پایه، یک متغیر 
است. پس این تابع نمایی نیست.

ث( در تابع )x(   a =-2 ،r عددی منفی است پس )r )x   شرط لازم در تعریف تابع نمایی را ندارد.
72 سه عدد پیدا کنید بین اعداد 3/1 2 و 

می دانیم اگر دو عدد حقیقی مثبت توان دار پایه های برابر داشته باشند، هرچه توان بزرگ تر می شود،  عدد 
هم بزرگ تر می شود از این خاصیت در پاسخ این سؤال استفاده می کنیم.

عددی گنگ با تقریب 2/6 است. 7
/7 2 62  > 2 3/1 	

همه اعداد به صورت 2a که در آن a > 3/1 < 2/6 بین دو عدد مذکور واقع هستند. پس اعداد 2/7 2، 2/8 2 
و 2/81 2 و 2/812 2 و … همگی جواب های مسئله اند.
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( یک تابع نمایی باشد. (xy t= −3

2
  حدود t را چنان بیابید که تابع 

طبق تعریف تابع نمایی به صورت a ،y = ax باید عددی مثبت و مخالف یک باشد پس

− > −t  و   ≠3
1

2
	

t>3

2
≠  و   	

) , ( ) , (t ∈ −∞ 1 1 3

2 2 2
 که از اشتراک جواب های حاصل نتیجه می شود.                                      

( واقع است؟ ( ) (xf x = 1

2
  کدام یک از نقاط زیر روی نمودار  تابع 

پ( )4 , 2-( ب( )2 , 0( 	 	) / , (2
0 5

2
الف( 
حل:

? /
) , ( ) (

=
→ =

1
0 5

22 2 1
5

2 2 2
	

) ( = =
1
2 2

1 1 2

2 2 2
	

/) (⇒ = 0 52 1

2 2
	

( روی نمودار تابع f واقع است. / , (2
0 5

2
و نقطه 

 )ب
?

) , ( ) (→ = 01
01 2

2
	

) ( ) (= ⇒ ≠0 01 1
1 2

2 2
	

پس نقطه )2, 0( روی نمودار تابع f قرار ندارد.

 )پ
?

) , ( ) (−− → = 21
2 4 4

2
	

) ( ) (− −= = ⇒ =2 2 21 1
2 4 4

2 2
	

10 23
2

1
2

t < 3
2

t ≠ 1
2
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پس نقطه )4 , 2-( روی نمودار تابع f قرار دارد.

x را حل کنید. − >5 2 1
3

729
نامعادله توانی 

x − >5 2 1
3

729
	

از تجزیه 729 داریم 729= 36

نتیجه  در   ) (x − −>5 2 1 63 3 همچنین  می شود.  بازنویسی   ) (x − >5 2 61
3

3
به صورت  مسئله  پس 

. از آنجا که پایه ها مثبت و برابر 3 هستند. این نامساوی با شرط 5x-2<-6 صحیح است و  x − −>5 2 63 3

x است. > − 4

5
جواب این نامعادله به صورت 

( و 2x= )h )x داشته باشیم حاصل عبارت های  ( ) (xg x = 1

3
ــ اگر سه تابع نمایی به صورت f )x( =3x    و 

زیر را به دست آورید.

( )الف (f
1

2
)3-(  g )ب	 )2( + g  )-1-( h )پ	 	

)3g + h()1( )ت ( )ث	 ( ) (h g+ −5 1
2 2

2 3
		

( )الف (f = =
1
21

3 3
2

	

( )ب ( ) ( ) (g − −− = = = =3 1 3 31 1
3 3 3

3 27
	

( )پ () ( ) ( ) ( ) (h g − −− + − = + = + = + =2 1 21 1 1 28
2 1 3 3 3

3 3 9 9
	

( )ت () ( ) ( ) ( )) ( (g h g h+ = + = + = + =1 11
3 1 3 1 1 3 2 1 2 3

3
	

( )ث ( ) ( ) ( )) ( (h g −+ − = +2 25 1 5 1 1
2 2 2

2 3 2 3 3
	

= 10+ 3 	
= 13 	
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 ضابطه تابع نمایی زیر را به دست آورید.
صورت کلی تابع نمایی به صورت a<0( y = ax و a ≠1( نقطه )3 , 1-( را در معادله قرار می دهیم تا 

a a−= → =1 1
3

3
مقدار a به دست آید.                                                                                         

x

y

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

نمونه سؤالات ارزشیابی فصل 3 

1  نمودار سه تابع نمایی دو دستگاه مختصات رسم شده است. در بین 5   ضابطه ای که می بینید 

ضابطه هر تابع را معلوم کنید.

9x , x−3  , x−×1
3

3
 , x−13  , x+13      	

x

y

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4
g hf
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2  نمودار زیر متعلق به تابعی با ضابطه y = 3a  x + b است. مقدارهای ممکن a را بیابید.

x

y

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

3 نمودار توابع زیر را رسم کنید.
xy −= 32 پ(  	 xy −= −2 ب( 1 	y = 2x +1 )الف

4 اگر f یک تابع نمایی باشد محل تقاطع نمودار f با محور y ها را به دست آورید.

-4 -3 -2 -1 10 2 3 4

f
y

x
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، حدود a را به دست آورید. a+< <3 21
5 3125

625
5  اگر 

6  معادلات نمایی زیر را حل کنید.

x )الف − =2 1 1
3

9
( )ب	 ( x+ =11

625
5

	
x )پ       x− += ×1 3 14 8 16 x )ت                                     x x+ + ++ + =1 2 33 3 3 27 	

x )ث x− −× =2 3 2 37 7 49   )ج                                 x x− −+ =5 52 2 16 	

) (x x− +=3 1121 11 7  حاصل ضرب ریشه های معادله 

8  نمودار تابع  x( =2x( f  در چند نقطه نمودار تابع  x -2 = )f )x  را قطع می کند؟

با  یک  هر  تقاطع  محل  مختصات  و  کرده  رسم  را  آن  وارون  و   ) ( ) (xf x = 1

2
تابع  نمودار    9

محورهای مختصات را مشخص کنید. سپس فاصله نقاط تقاطع را از یکدیگر به دست آورید.
10  اگر x( =2x( f  و 5x= )x(g، حاصل )fog   )1   را به دست آورید.

11  نمودار توابع لگاریتمی زیر را رسم کنید.

f  (x) = -2 + log 2 x )الف ( )ب	 ( log ) (g x x= −2 1 	
( )پ ( log ) (h x x= − + −22 1 		

  12

الف( حدود a را در تابع f  (x) = log 3a - 52 تعیین کنید.
ب( g  (x) = log 9x  -23x   +1 یک تابع لگاریتمی است حدود x را به دست آورید.

13  دامنه و برد توابع زیر را مشخص کنید.

)الف | |) ( log
| |

x
f x

x
=

+2 1
( )ب	 ( log ) (g x x= +2

5 2 	
x( = 1+ 2x(h )پ ( )ت	 ( xr x −= 12 	

14 اگر log  53 = x و log  57 = y حاصل log  2521 را برحسب x و y بنویسید.

)a = log102( 15  حاصل عبارت های زیر را به دست آورید

)الف log log )log (× + 2
10 10 104 125 5 	

log )ب log / log )log (− +10 10 10 10
125

0 24 10000
1000
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16  معادلات لگاریتمی زیر را حل کنید.

)الف log ) ( logx x− =2
9 93 logx )ب	 =9 2 	

log )پ ) ( logx x x− = +2
6 63 2 2 14 log )ت	 log ) (x

x
−+ =
+3 2

2 1
3 1

2 1
	

)ث log ) ( log ) ( logx x− + − = +10 10 102 1 1 1 2 5 log )چ	 logx x+ × − =3 3
1

2 2
2

	

)ج log loga b

a b

 + =


+ =
5 5 0

7
		

log به صورت زیر باشد حدود a را تعیین کنید. ay x+= 2 1 17  اگر نمودار تابع 

x

y

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

18  درستی یا نادرستی عبارت های زیر را مشخص کنید.

( با دامنه تابع ax= )g )x   برابر است . ( logaf x x= الف( دامنه تابع 
( یک به یک است. ( logaf x x= ب( تابع 

پ( توابعی به شکل )a ≠1 و f  )x( = ax + b )a<0  رفتار نمایی دارند.
ت( حاصل )f  )x( . f   )-x با فرض نمایی بودن تابع f برابر 1 است.
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32 را با استفاده از  x را روی محور xها مشخص کنید و سپس مقدار تقریبی  = 3 19 نقطه 

نمودار y =2x پیدا کنید.
20  تابع y = 0/3 * 3x را رسم کنید.

21  اگر a  >1 <0 و x و y و z سه عدد حقیقی باشند به طوری که x   >y  >z، آن گاه چه رابطه ای 

بین ay، ax و az برقرار است؟
logy را رسم کنید و آن را با y =3x مقایسه کنید. چه نتیجه ای می  گیرید؟ x= 3 22  نمودار تابع 

23 نمودار توابع x( =x2(  f و 2x= )g  )x را رسم کنید و نقطه تقاطع آنها را به دست آورید. تعبیر 

هندسی آن را بیان کنید.
24  اگر a  =  log2 حاصل عبارت های زیر را به دست آورید.

log1000  ,  log 0/008  ,  log500 	
25  معادلات لگاریتمی زیررا حل کنید.

)الف log log ) (x x+ − =3 3 2 1 )ب	 log ) ( log ) (x x− = − +3
3 31 1 1 	

log )ج x
x

+ =
−2

1
1

1
log )د	 log log log ) (nx x x x n n+ + + + = +2 3 1 	

. log axa x= 26 نشان دهید 
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تا امواج نوری به کمک امواج سینوسی شبیه سازی شوند.
پلاستیکی  غلاف  یک  در  نوری  فیبرهای  از  رشته  چندین  معمولاً 

محافظت می شود.



نگاه کلی به فصل  
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و   60°  ،45°  ،30° تند  زوایای  برای  فوق  مفاهیم  همه  است.  گرفته  مثلثاتی صورت  اتحادهای  و  مثلثاتی  معادلات 

زوایای مرزی °0، °90، °180، °270 و °360 انجام گرفته است.
پایهٔ یازدهم ادامه مباحث فوق دنبال می شود. به طورکلی این فصل بر دو  در فصل چهارم از کتاب حسابان 1 
مفهوم اصلی »رادیان« و »تابع مثلثاتی« و یک مهارت اصلی »یافتن مقدار نسبت های مثلثاتی برای زوایای غیرتند و 
غیرمرزی« تمرکز دارد. بدیهی است در خلال یادگیری این دو مفهوم و مهارت اصلی، دانش آموز با خرده مفاهیم و 

مهارت های دیگری نیز آشنا می شود.
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در ارائه ادامه مطالب به صورتی که در کتاب آمده ضروری است. نکته مهم دیگر این است که وصل کردن مفاهیم 
به یکدیگر گرچه یادگیری را معنادار و ماندگار می کند لیکن نباید در این زمینه افراط شود چرا که ضعف احتمالی 
دانش آموز در یک مفهوم در یادگیری مفاهیم دیگر ایجاد مانع می کند. بنابراین رعایت اعتدال در اتصالات مفهومی 
( که در درس اول  l

r
θ = ضروری است. به عنوان مثال رابطه بین طول کمان، شعاع و اندازه زاویه برحسب رادیان )

این فصل مطرح شده گرچه با مفهوم رادیان در ارتباط است لیکن همانطورکه در مثال های این درس آمده، دانش آموز 
می تواند طول کمان روبه رو به یک زاویه را بدون دانستن اندازهٔ زاویه برحسب رادیان و تنها با یک نسبت و تناسب 
ساده )و بدون تبدیل از درجه به رادیان( به دست آورد. بنابراین اصرار برحفظ این فرمول و تبدیل اندازه زاویه از درجه 

به رادیان و سپس به کارگیری فرمول غیرضروری سبب ایجاد درکی ناقص از این رابطه می شود. 
در توضیح تصویر عنوان فصل باید گفت که توابع مثلثاتی که موضوع اصلی و محوری این فصل می باشد در 
آنالیز فوریه نقش کلیدی دارند. از بسط های فوریه که براساس توابع مثلثاتی هستند برای مدل سازی امواج نوری در 

فوتونیک استفاده بسیار می شود. یکی از کاربردهای بسط های فوریه در مدل سازی فیبرهای نوری است.
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اهداف درس    

1  آشنایی با مفهوم رادیان

٢  درک و استفاده از رابطه بین طول کمان، شعاع دایره و اندازه زاویه برحسب رادیان

٣  توانایی تبدیل واحدهای اندازه گیری زاویه )درجه رادیان( به یکدیگر

این سؤال  به جای درجه است.  از واحد رادیان  لزوم استفاده  مثلثات  از سؤالات اساسی مبحث  یکی 
اغلب از سوی دانش آموزان مطرح می شود که چرا باید از رادیان به جای زاویه استفاده کنیم. از زاویه دید 
آموزشی گام اول در آموزش یک مفهوم ایجاد انگیزه در یادگیرنده است و چنانچه دانش آموز به نحو مناسبی 
احساس نیاز به یادگیری مفهوم جدید نکرده و برانگیخته نشود در ادامه بحث نیز با کلاس درس همراهی 
نخواهد کرد. متأسفانه در مورد برخی مفاهیم ریاضی از جمله واحد رادیان امکان پاسخ گویی دقیق به این 
سؤال برای دانش آموز وجود ندارد. دلیل این امر نیاز به دانستن برخی مفاهیم دیگر است که هنوز دانش آموز 
با آنها آشنایی ندارد. در واقع عمده مفاهیم زمانی که در یک شبکه مفهومی ارائه می شوند معنا پیدا می کند 
و لزوم آموزش هر کدام هویدا می شود. ولی در فرایند آموزش ناچاراً باید تقدم و تأخری )ولو مصنوعی( 
را برای ارائه بخش های مختلف یک شبکه مفهومی در پیش گرفت تا دانش آموز به یکباره با حجمی زیاد 
از مفاهیم مواجه نشود. از این رو لزوم یادگیری برخی مفاهیم در زمان آموزش آنها به طور کامل قابل بیان 
نیست. برخی مفاهیم مثلثاتی از جمله رادیان از این دست است. واحد درجه هنگامی که با مسائل هندسی 
مواجه می شویم اغلب کافی و حتی مناسب تر است. در این نوع مسائل اغلب بحث از نسبت های مثلثاتی 
است )که معمولاً به صورت نسبت اضلاع در یک مسئله هندسی ظاهر می شوند( و نه تابع مثلثاتی به مفهومی 
که در جبر و آنالیز مطرح است. مفهوم رادیان هنگامی که می خواهیم عملیات های آنالیزی مانند مشتق گیری و 
انتگرال گیری بر روی توابع مثلثاتی انجام دهیم مناسب تر است و موجب ساده تر شدن روابط می شود. در 
این موارد چنانچه تابع مثلثاتی را برحسب درجه تعریف کرده باشیم اغلب هنگام مشتق گیری و انتگرال گیری 

ضرایبی تولید می شود که در محاسبات آزاردهنده است.

1
درس

رادیان



156

θ برحسب رادیان:

θ برحسب رادیان = s
R

θ       رادیاندرجه        θ
=

π
r O

180

با توجه به اصول هندسی می توان نشان داد که )به مساحت مثلث ها و قطاع ایجاد شده توجه کنید.(



sin
tan

AA

BB

AB R

 ′ = θ


′ = θ
 ′ ′′=                  = θ = θ طول کمان

                                                                                              شعاع    زاویه برحسب رادیان
′ ′ ′< <AA AB BB

sin sin tansin tan
sin sin sin

θ≠ ⇒ θ≠ θ θ θθ < θ < θ → < <
θ θ θ

0 0

sincos
sin cos

θ θ⇒ < < θ   ⇒  < <
θ θ θ

1
1 1

معکوس سازی

sin sinlim lim lim lim
cosθ→ θ→ θ→ θ→

θ θ⇒   < <   ⇒  < <  
θ θ θ0 0 0 0

1
1 1 1

قضیه فشردگی

sinlim
θ→

θ⇒  =  
θ0

1

θ برحسب درجه:
       θ        θ π= ⇒        θ = θ

π
r d

r d180 180

رادیان درجهرادیان



π π′ =                            = θ = θ = θd dAB R R
180 180

θ طول کمان روبه رو به
رادیان

مشابه قبل داریم:

 sin tanπ′ ′ ′< < ⇒ θ < θ < θd d dAA AB BB
180

sin tan
sin

sin sin sin
d d d

d d
d d d

θ θ θπθ ≠ θ ⇒ θ ≠ < < <
θ θ θ

0
0 0

180

O

A
B

A′ B′
θ
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sin
cos

sin cos
d d

d
d d d

θ θπ⇒ < < θ    ⇒  < <
θ θ π θ

1 180
1 1

180

معکوس سازی

sin
lim lim lim

cosθ → θ → θ →

θ
⇒   < <  

θ π θd d d

d

d d0 0 0

1 180
1

sin sin
lim lim
d d

d d

d dθ → θ →

θ θ
⇒ <   <    ⇒  =

π θ π θ0 0

180 180
1 1 1

قضیه فشردگی

sin
lim
d

d

dθ →

θ π⇒ =
θ0 180

اکنون به مشتق تابع y   =sinx توجه کنید.

sin) ( sin sin cos)sin ( lim lim
h h

x h x x h
x

h→ →

+ −′ = =
0 0

cos sin sinx h x
h

+ −

sinlim
h

x
→

=
0

cos sin sinx h x+ − cos sin sinlim cos lim
h h

x h h
x

h h h→ →

    = =
0 0

اکنون بسته به اینکه در تابع y   =sinx متغیر x و به تبع آن متغیر h را برحسب رادیان گرفته ایم با درجه حد 
sinlim می تواند متفاوت باشد و لذا برای مشتق تابع y   =sinx خواهیم داشت

h

h
h→

  
0

sincos lim
h

h
x

h→

  
0

sinlim )sin ( cos

sinlim )sin ( cos

h

h

h
x x

h

h
x x

h

→

→

  ′          ⇒ = ⇒ =

  π π′                    ⇒ = ⇒ =

0

0

1

180 180

x و h برحسب رادیان

x و h برحسب درجه

اکنون فرض کنید که بخواهیم از تابعی که شامل توابع مثلثاتی متعدد است مشتق بگیریم. در این صورت 
ضرایب مختلفی ایجاد خواهد شد که به ویژه در مشتقات مراتب بالاتر باعث پیچیده شدن غیر ضروری عبارت 
می شوند. به هر حال ذکر دلایل فوق برای دانش آموزان ممکن نیست و باید به طریق دیگری لزوم استفاده از 

رادیان مطرح شود.
به هرحال باید یادآور شد که در هر مسئله ای که بتوان از درجه استفاده کرد قطعاً همان مسئله با مفهوم 
رادیان نیز قابل حل است و برعکس )از رابطه تبدیل واحدها استفاده کنید( و هدف تنها ساده سازی روابط 
است. این مشابه استفاده از دو واحد سانتی گراد و فارنهایت برای دما است. بدیهی است که همه مسائل 
فیزیکی را با هر دو می توان حل کرد اما گاهی استفاده از یکی راحت تر است. از آنجا که در درس اول از 
این فصل هنوز بخشی راجع به تابع مثلثاتی و همچنین مشتق گیری و انتگرال گیری مطرح نشده، بنابراین بیان 

دلیل اصلی معرفی و لزوم استفاده از واحد رادیان ساده نیست.

1
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روش تدریس   

به هر حال برای ایجاد انگیزه سؤالی در فعالیت اول این درس مطرح شده که از دانش آموز کشف رابطه ای 
بین اندازه زاویه و طول کمان روبه رو به آن مطالبه شده است و نهایتاً مفهوم رادیان در پایان این فعالیت تولید 
می شود. توصیه می شود که قبل از ورود به فعالیت توضیح چندانی راجع به دلیل معرفی رادیان داده نشود 

و به جای آن به فعالیت پرداخته شود.

در سؤال 1 از این فعالیت ابتدا از دانش آموز خواسته می شود تا طول ضلع PQ را با اطلاعات داده شده 
در شکل به دست آورند. این سؤال فرصتی برای مرور مفاهیم سال گذشته فراهم می کند. توصیه می شود که 
چنانچه دانش آموز برخی مفاهیم سال گذشته را فراموش کرده در همین جا توقف کوتاهی صورت گرفته و در 

چارچوب این سؤال مفاهیم یادآوری شود.
طول  دانش آموز  از  می تواند  معلم  اما  است.  سینوس  نسبت  از  استفاده  مستلزم  سؤال  این  پاسخ  مثلاً 
ضلع OQ را نیز مطالعه کند تا نسبت کسینوس نیز یادآوری شود. همین طور می توان نسبت های دیگر را 
OPQ همان روابط را جویا شد. پس از 

∧ درخواست کرد و سپس برای زاویه دیگری از شکل یعنی زاویه 
حصول اطمینان از یادآوری مطالب سال گذشته به صورت سریع و اشاره وار مجدداً به جریان اصلی فعالیت 
باز می گردیم. در سؤال 1 محاسبه طول ضلع روبه رو به زاویه α خواسته شده بود که با نسبت سینوس قابل 
محاسبه است. در سؤال 2 از دانش آموز خواسته می شود که با همان داده ها طول کمان روبه رو به همان زاویه 
را بیابد. گرچه یک دانش آموز تیزهوش با دانش قبلی خود و بدون مدد از مفهوم رادیان می تواند این رابطه 
را کشف کند لیکن سطح این مسئله برای دانش آموزان متوسط به حد کافی چالشی و برانگیزاننده است و 
لزوم ارائه مفهوم جدیدی به نام رادیان را در ذهن آنها منطقی جلوه می دهد. این فعالیت به صورت گام به گام 
به سمت معرفی رادیان حرکت می کند. این سؤال در ادامه پاسخ داده شده و از دانش آموزان خواسته شده تا 

به طور مشابه محاسبات را برای دایره های دیگری انجام دهند )قسمت الف سؤال 2(.
بین  رابطهٔ  برای کشف  که  می دهد  این سو سوق  به  را  دانش آموزان  اندک اندک  قسمت ب  محاسبات 
اندازه زاویه و طول کمان روبه رویش می بایست اندازه زاویه را به گونه ای دیگر بیان کنیم. ادامه فعالیت در 
واقع به دانش آموز پیشنهاد می کند که نسبت طول کمان روبه رو به زاویه به طول شعاع دایره می تواند معیاری 
جایگزین برای اندازه گیری زاویه باشد چرا که مستقل از دایره است و تا زمانی که اندازه زاویه تغییر نکند این 
نسبت نیز تغییر نمی کند )در دایره های با شعاع مختلف نسبت یکسان است(. دانش آموز با تعمیم این نسبت 
به حالت کلی )یعنی در هر دایره دلخواه( مطمئن می شود که مادامی که زاویه تغییر نکند، این نسبت نیز تغییر 

فعالیت  ص 92
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با این نوع اندازه گیری، ارتباط بین زاویه  نمی کند و لذا می تواند معیاری برای اندازه گیری زاویه باشد که 
و طول کمان روبه رو به آن به طور طبیعی پیدا می شود )البته با وساطت طول شعاع(. در پایان فعالیت این 
نسبت را که برای حالت تعمیم یافته )یعنی در دایره دلخواه( بررسی شد برای زاویه ای خاص که همان زاویه 
یک رادیان است بررسی می کنیم. این به آن دلیل است که در ریاضیات رادیان را تعریف نمی کنند بلکه »یک 

رادیان« را تعریف می کنند. یادآور می شود که سیر فعالیت به صورت زیر قابل بخش بندی است.
گام اول: یافتن نسبت طول کمان به شعاع برای یک زاویه خاص )برحسب درجه( در یک دایره خاص 

)به شعاع 2(: سادگی محاسبات
گام دوم: یافتن نسبت برای همان زاویه )برحسب درجه( در یک دایره تعمیم یافته )شعاع r(: استقلال 

مفهوم از ابعاد دایره
گام سوم: یافتن نسبت برای یک زاویه خاص )این بار برحسب رادیان است و اندازه آن برحسب درجه 

داده نشده است( در یک دایره تعمیم یافته: مفهوم یک رادیان.
است  شده  کشف  فعالیت  پایانی  بخش  در  آن  از  پیش  که  رادیان  یک  ریاضی  تعریف  فعالیت،  از  پس 
به طور صریح آورده شده است. سپس زوایای 1 تا 6 رادیان را رسم کرده تا اختلاف بین واحدهای رادیان 
و درجه برجسته تر شود و شهود اولیه دانش آموزان از رادیان کامل تر شود. در ادامه بر مبنای بحث های 
صورت گرفته در فعالیت، رابطه بین اندازه زاویه برحسب رادیان و نسبت طول کمان روبه رو به زاویه به شعاع 
و نیز به رابطه تبدیل درجه به رادیان و برعکس پرداخته شده و مثال هایی برای هر کدام آورده شده است. برای 
پرهیز از حفظ صرف فرمول ها ابتدا مثال ها آورده شده و برمبنای دانش کسب شده در فعالیت ها و مثال ها 
به رابطه ها پی برده و نهایتاً در پایان تصریح شده است. بنابراین لازم است تا به همین شیوه دانش آموزان در 
مسیر کشف رابطه ها هدایت شوند و نه صرفاً با مواجه آنی و تکیه برحفظ کردن مکانیکی روابط، این مفاهیم 

منتقل شوند.

کار در کلاس  ص95

در این کار در کلاس دانش آموزان زاویه هایی را که در مثلثات پایهٔ دهم فراگرفته مجدداً بررسی می کنند و 
ضمن یادآوری مفاهیم قبلی با تبدیل زاویه ها به رادیان مفاهیم فراگرفته شده در این درس را مرور می کنند.

در کتاب درسی ممکن است تعداد و تنوع مثال ها کافی نباشد. همکاران گرامی می توانند با ارائه مثال های 
بیشتر و متناسب با سطح دانش آموزان خود و نیز رعایت اصول مدنظر کتاب، این بخش را غنی تر کنند. نکته 

مورد تأکید در اینجا استفاده از مثال های کاربردی است. 
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1 در زیر برخی از زاویه ها بر حسب رادیان داده شده است. مانند نمونه، آنها را با زوایای داده شده 

در دایره های مثلثاتی زیر نظیر کنید.

          
πθ =1

2
2

ث( 
	

πθ =4
2
3  

ت(
	

πθ =5
2
4

پ( 
	

πθ =3
2
5

ب( 
	

πθ =6
2
6

الف(

θ10=6π )د
                

θ9=5π )خ
                

θ7=4π )ح
                   

θ8=3π )چ
          

θ2=2π )ج

حل تمرین های  برگزیده

2 شکل فضایی و گستردهٔ یک مخروط در زیر داده شده است. شعاع قاعده مخروط  r    =6  cmو ارتفاع 

آن h  =8cm می باشد. اندازهٔ زاویه قطاع حاصل از شکل گسترده این مخروط چند رادیان است؟

PR : رابطه فیثاغورس  rad
RP

π π= + = ⇒ θ = = =
= π× = π

2 2 12 66 8 10
10 52 6 12
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1  برای هر یک از زاویه های زیر مشخص کنید که انتهای کمان در کدام ربع دایره مثلثاتی قرار می گیرد و سپس شکل تقریبی 
زاویه را همانند نمونه رسم کنید.

انتهای کمان در ربع .... است.            انتهای کمان در ربع .... است.

1ــ به قسمتی از سطح دایره که بین دو شعاع و کمانی از دایره است قطاع گفته می شود.

24
cm

 h  =8cm و ارتفاع آن r    =6  cm 3  شکل فضایی و نیز شکل گستردهٔ یک مخروط در زیر داده شده است. شعاع قاعده مخروط
می باشد. اندازه زاویه قطاع1 حاصل از شکل گسترده این مخروط چند رادیان است؟ 

انتهای کمان در ربع .... است.                 انتهای کمان در ربع چهارم است.

⇒⇒

h 
  

 c
m

=
8

r cm=6

اتـومبیلـی24سانتی متر است.  پـاک کن عقب  بـرف  2 طول 
طـی   120° انـدازه  بــه  کمانـی  پـاک کن،  برف  کنید  فـرض 

) /π 3 14 می کند.)
الف( اندازه کمان را برحسب رادیان به دست آورید.

ب( طول کمان طی شده توسط نوک برف پاک کن چند سانتی متر 
است؟

πθ = −
6                             

πα = π + =
3                         

π πβ = − =
2 4                         

πγ = π − =
6

O θ

 تمرین 

P

R

q
R
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اهداف درس  

1  رابطه مقدار نسبت های مثلثاتی زوایای متمم

2  به دست آوردن نسبت های مثلثاتی زوایای قرینه و مکمل
π + θ
2

3  به دست آوردن نسبت های مثلثاتی زوایای 

گاهی بین دو زاویه ارتباطی وجود دارد، در این صورت معمولاً بین مقدار نسبت های مثلثاتی آنها نیز رابطه ای 
برقرار است. اهمیت درک این ارتباط ها به دو دلیل عمده برمی گردد. دلیل اول آن است که درک و استفاده از 
این روابط بعداً در حل معادلات مثلثاتی نیاز می شود. از سوی دیگر برای پیدا کردن مقدار نسبت های مثلثاتی 

زوایای غیرتند و غیرمرزی )مثلاً زاویه °120 که پرکاربرد نیز است( نیاز به دانستن این روابط می باشیم.

روش تدریس  

2
درس

نسبت های مثلثاتی برخی زوایا

این فعالیت به کشف رابطه بین مقادیر نسبت های مثلثاتی برای دو زاویه متمم می پردازد. دقت شود که 
در مورد زاویه های متمم خود رابطه مهم است و از این رابطه برای محاسبه استفاده نمی شود. مثلاً این گونه 
به  دو  این  بین  رابطهٔ  از طریق  و سپس  یافته  را   cos30° مقدار  ابتدا   sin60° مقدار  یافتن  برای  که  نیست 

فعالیت  ص 98
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مقدار sin60° دست یابیم! این در حالی است که بقیه روابط مطرح شده در این درس عموماً جهت محاسبه 
نسبت های دیگر زوایا به کار گرفته می شود. بنابراین رابطه بین نسبت های زوایای متمم از این جهت که در 
محاسبه نسبت های دیگر زوایا به کار نمی رود استثنا است و به همین دلیل آن را در ابتدای این درس مطرح 

کرده و سپس به بیان دیگر روابط و محاسبات مربوط به آنها پرداخته ایم.

دهم  پایهٔ  مثلثات  در  که  شود  توجه  می پردازیم.  قرینه  زوایای  مثلثاتی  نسبت های  به  فعالیت  این  در 
دانش آموزان با محورهای سینوس و کسینوس و نیز نمایش مختصات یک نقطه برحسب زاویه مربوطه آشنا 
شده اند. در اینجا معلم می تواند در صورت نیاز مطالب سال قبل را ابتدا مرور کرده و سپس به این فعالیت 
بپردازد. دقت شودکه نحوهٔ پیدا کردن روابط بین زوایای قرینه از طریق دایره مثلثاتی است در حالی که برای 
یافتن رابطه برای زوایای متمم از مثلث قائم الزاویه استفاده شده بود. دلیل این امر آن است که یافتن رابطه 
برای زوایای متمم از طریق دایره مثلثاتی دشوارتر از مثلث قائم الزاویه است و ضمناً به این صورت دو روش 

مختلف )استفاده از مثلث قائم الزاویه و استفاده از دایره مثلثاتی( را به دانش آموز آموزش می دهیم.

یک مثلث قائم الزاویه دلخواه مانند شکل زیر 
را در نظر بگیرید.

A

B

C
a

bc

− θ
θ

π
2

با توجه به شکل، دو ستون روبه رو را همانند 
دو  در  مساوی  مقادیر  سپس  و  کامل  نمونه 

ستون را با هم نظیر کنید.

sin) ( c
a

π − θ =
2

sin θ = b
a

cos ) ( b
a

π − θ =
2cos θ = c

a

tan ) ( c
b

π − θ =
2

           tan θ = b
c

cot ) ( b
c

π − θ =
2

          cot θ = c
b
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الف( باتوجه به رابطهٔ بین مختصات نقاط P و Q روابط مثلثاتی زیر را مانند نمونه تکمیل کنید.

xQ
 = xP ⇒ cos(-α) = cosα

yQ = -yP ⇒ sin(-α)=-sinα

ب( طرف دوم تساوی های زیر را با استفاده از روابط به دست آمده از قسمت الف کامل کنید.

tan (-α) = sin) ( sin tan
cos) ( cos

−α − α= = − α
−α α

	

cot (-α) = cos) ( cos cot
sin) ( sin

−α α= = − α
−α − α

	

o x

y

−α

α

Q QQ(x ,y ) Q(cos( ), sin( ))= −α −α

P PP(x ,y ) P(cos , sin )= α α

انتهای   P نقطه  روبه رو  مثلثاتی  دایره  در 
است.مختصات   α زاویه  به  روبه رو  کمان 
 α زاویه  مثلثاتی  نسبت های  برحسب   P نقطه 
که در سال گذشته آموختید، داده شده است. 
واضح  مختصات  دستگاه  به  توجه  با  همچنین 
است که قرینه نقطه P  (xP   ,   yP) نسبت به محور 
xها نقطه Q  (xQ    ,   yQ) = Q  (xP   ,  -yP) می باشد.

فعالیت  ص 100

روش فعالیت قبل مجدداً برای دو زاویه مکمل در این فعالیت نیز استفاده شده است. سپس روابط برای 
α و π + α  مشابهاً توضیح داده شده است. توصیه می شودکه برای حالت α و π + α نیز دبیر محترم دایره 

مثلثاتی را رسم و محاسبات را همانند  α و π - α  به کمک دانش آموزان به دست آورد.
 2kπ+ α 2 بحث شده و سپس آن را برای زوایایπ+ α و α در صفحه 101 ابتدا روابط برای زوایای
تعمیم داده ایم. توجه می شود که برای زوایای مکمل، ضلع پایانی دو زاویه در دایره مثلثاتی بر روی هم قرار 
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می گیرد. بنابراین توصیه می شود که در شکل بالایی صفحه 101 ابتدا زاویه α به تنهایی در دایره مثلثاتی 
رسم شود. )پای تابلو یا به کمک نرم افزار( و سپس به کمک دانش آموزان زاویه دوم که همان 2π+ α است 
ترسیم گردد تا وجود دو زاویه در شکل برجسته تر گردد. آنگاه به یافتن روابط بین نسبت های مثلثاتی این دو 

زاویه پرداخته شود.
از آنجا که زوایای  α- و 2π - α نیز هم انتها هستند با روشی مشابه می توان رابطه نسبت های مثلثاتی بین 
آنها را به دست آورد. سپس با توجه به رابطه بین زوایای قرینه که پیش تر در فعالیت ص 99 به آن پرداخته 

شده می توان رابطه بین 2π - α و α را به دست آورد.

این کار در کلاس به نوعی جمع بندی مطالب فرا گرفته شده در فعالیت های قبل است. گفتنی است در برخی 
منابع آموزشی مفهومی به نام »زاویه مرجع«١ مطرح می شود. این زاویه برخلاف زوایای مثلثاتی جهت )یا علامت( 
ندارد و همواره یک زاویه تند است. برای پیدا کردن نسبت های مثلثاتی یک زاویه داده شده در این منابع ابتدا 
نحوه پیدا کردن زاویه مرجع برای زاویه داده شده آموزش داده می شود و سپس نشان می دهند که مقدار نسبت 
مثلثاتی برای یک زاویه همواره به کمک مقدار نسبت مثلثاتی برای زاویه مرجع آن به دست می آید. زاویه مرجع 
کوچک ترین زاویه ای است که ضلع پایانی زاویه با محور xها )نه لزوماً بخش مثبت محور( می سازد. اگر به جدول 
داده شده در سؤال 2 این کار در کلاس دقت شود، زاویه θ در این جدول برای زوایای مختلف همان زاویه مرجع 
می باشد که با یافتن آن می توان مقدار نسبت های زوایای داده شده را یافت. در این جدول از دانش آموز خواسته 
θ که همان زاویه مرجع می باشد را نیز مشخص کند. همان طور که در نمونه کامل شده آمده برای زاویه θ می شود تا 

جهت مشخص نشده است در حالی که برای زاویه α داده شده که یک زاویه مثلثاتی است جهت رسم شده 
است. )به پیکان ها دقت کنید(. به هر حال متذکر می شود که آموزش زاویه مرجع جزء اهداف کتاب درسی 
نیست و بدون ذکر نام آن و با کمک جدول فوق نحوه محاسبه مقدار نسبت های مثلثاتی آموزش داده می شود. 

مطالب فوق راجع به زاویه مرجع جهت دانش افزایی دبیران محترم مطرح شده است.

کار در کلاس  ص 102
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α = 2k   π + θα = 2k    π  - θα = π + θα = π - θ                  
   
نسبت

 زاویه         

انتهای کمانربع دوم ...............

نسبت+-نسبت+-نسبت+-نسبت+-

ترسیم زاویه α و 
تشخیص علامت 

نسبت ها

sin αsin αsin αsin α

cos αcos αcos αcos α

tan αtan αtan αtan α

sin (2kπ+θ) = sinθsin (2kπ- θ) =  - sinθsin (π+θ) = - sinθsin (π- θ) = sinθsin α

cos (2kπ+θ) =  cosθcos (2kπ- θ) =   cosθcos (π+ θ) = - cosθcos (π- θ) = - cosθcos α

tan (2kπ+ θ) =  tanθtan (2kπ- θ) =  -tanθtan (π+ θ) = tanθtan (π- θ) = - tanθtan α

cot (2kπ+θ) =  cotθcot (2kπ- θ)   =  -cotθcot (π+ θ) = cotθcot (π- θ) = - cotθcot α

 2kπ-θ از کدام ستون جدول بالا می توان کمک گرفت؟ چرا؟ از ستون )α=-θ( ٔ3  برای زوایای قرینه

چون ضلع انتهایی آنها بر روی هم منطبق می شود و لذا مختصات نقطه پایانی کمان ها یکسان است.

θ
α

θ
θα

α
θ

α
θ

α

θ
θα

α
θ

α
θ

α

θ
θα

α
θ

α

) (π< θ <0
2

2  جدول زیر را همانند نمونه کامل کنید. 

است  فعالیت  این  هدف  که   π + θ
2

و   θ زاویه  دو  مثلثاتی  نسبت های  بین  رابطه  آوردن  به دست  برای 
OP و  P

∆
′ ابتدا همنهشتی دو مثلث  اینجا  با فعالیت های قبلی استفاده شده است. در  از روشی متفاوت 

OQQ به حالت وتر )که شعاع دایره است( و یک زاویه تند )θ( به تساوی اضلاع آنها پی می بریم. سپس با 
∆

′

توجه به اینکه نقطه پایانی هر کدام از دو زاویه در چه قسمتی از صفحه مختصات هستند علامت مختصه های 
P و  بین مختصات  از طریق تساوی اضلاع مثلث های همنهشت رابطه  نقاط مشخص و  این  برای   y x و 
با تکمیل رابطه بین مختصه های طول و عرض این نقاط و بازنویسی هر کدام برحسب  Q کامل می شود. 
نسبت های مثلثاتی سینوس و کسینوس زوایای مربوطه، رابطه های مثلثاتی مدنظر برای نسبت های سینوس و 

فعالیت  ص 103

θ
α

θ
θα

α
θ

α
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کسینوس کشف می شوند. در قسمت ب از این روابط برای پیدا کردن روابط دو نسبت تانژانت و کتانژانت 
استفاده شده است. روش ارائه شده در این فعالیت را می توان برای به دست آوردن روابط فعالیت های قبلی 
نیز به کار برد. معلم محترم می تواند از دانش آموزان بخواهد تا نحوه به دست آوردن روابط قبلی را به کمک 

این روش بررسی کنند. 
103 فصل چهارم : مثلثات

π  رسم شده اند.
2

 + θ و θ در دایرهٔ مثلثاتی روبه رو زاویه های

sin ( ( cosπ + θ = θ
2

 cos( ( sinπ + θ = − θ
2

 tan ( ( cotπ + θ = − θ
2

 cot ( ( tanπ + θ = − θ
2

O
x

y

θ

θ

P(cos θ,sin θ)

+ θ + θQ(cos( ),sin( ))
π π
2 2 Q′

P′

OQQهم نهشت هستند. 
∆

′ OPP و   
∆

′ الف( با توجه به شکل، نشان دهید دو مثلث 
ب( از تساوی اضلاع نظیر در دو مثلث فوق روابط زیر را همانند نمونه تکمیل کنید.

cos( ( sinQ px y
π= − ⇒ + θ = − θ
2

yQ = ………………  
پ( طرف دوم تساوی های زیر را با استفاده از روابط قسمت ب کامل کنید.

tan( (π + θ =
2

 ………………

cot ( (π + θ =
2

 ………………

π روابط زیر برقرار است.
2

 + θ و θ ٔبه طور کلی برای دو زاویه

 فعالیت 

π  رسم شده اند.
2

 + θ و θ در دایرهٔ مثلثاتی زیر زاویه های

OQQهم نهشت هستند. 
∆

′ OPP و   
∆

′ الف( با توجه به شکل، نشان دهید دو مثلث 
ب( از تساوی اضلاع نظیر در دو مثلث فوق روابط زیر را همانند نمونه تکمیل کنید.

cos ) ( sinQ px y
π= − ⇒ + θ = − θ
2

yQ = sin) ( cosPx
π⇒ + θ = θ
2

	
پ( طرف دوم تساوی های زیر را با استفاده از روابط قسمت ب کامل کنید.

tan) (π + θ =
2

 
sin) ( cos cot

sincos) (

π + θ θ= = − θ
π − θ+ θ

2

2

cot ) (π + θ =
2

 
cos) ( sin tan

cossin) (

π + θ − θ= = − θ
π θ+ θ

2

2
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اهداف درس    

1  آشنایی با مفهوم تابع مثلثاتی 

2  درک رفتار تابع مثلثاتی از روی نمودار

3  رسم توابع مثلثاتی ساده )فقط سینوسی یا کسینوسی(

به خوبی آشنا شده اند و می توانند مقدار  با مفهوم نسبت های مثلثاتی  تا قبل از این درس دانش آموزان 
نسبت های مثلثاتی را برای زوایای مختلفی بیابند. گذر از مفهوم نسبت مثلثاتی به مفهوم تابع مثلثاتی مستلزم 
عبور از گردنه »تعریف نسبت مثلثاتی برای هر عدد حقیقی است.« چنانچه دانش آموز به این درک برسد که 
نسبت های مثلثاتی برای هر عدد حقیقی قابل تعریف هستند می توان ادعا کرد که او به درک نسبتاً روشنی 
از مفهوم تابع مثلثاتی دست پیدا کرده است. در برخی منابع از مفهوم زاویه در دایره مثلثاتی به صورت زیر 

استفاده می کنند.
در دایرهٔ زیر زاویهٔ x داده شده است. اکنون طول ضلع y برحسب x چگونه به دست می آید؟ 

3
درس

توابع مثلثاتی

y

x
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در پاسخ به این سؤال دانش آموز رابطه ای را که قبلاً فراگرفته یعنی y = sinx را به دست می آورد و بعد 
توضیح داده می شود که x هر مقداری می تواند باشد و y متناسب با سینوس آن تغییر می کند. معمولاً روش 
فوق در قالب یک سناریوی نسبتاً واقعی )یا کاربردی( مانند محاسبه ارتفاع یک نقطه از یک چرخ و فلک یا 
دیگر اشیای دایره ای شکل ارائه می شود. به هرحال قلب اصلی داستان پیداکردن رابطه ای مشابه فوق است.

ضعف این شیوه ها در این است که دانش آموز درک روشنی از اینکه زاویه x می تواند اعداد گنگ مانند 
2 و یا حتی ساده تر از آن اعدادی مانند 3 و 5- و … باشد را پیدا نمی کند. ضمناً ارتباط بین تابع مثلثاتی 

با محور اعداد حقیقی اغلب مغفول می ماند.

روش تدریس  

در این فعالیت برای آموزش مفهوم تابع مثلثاتی از ساده ترین بازنمایی توابع که همان بازنمایی به کمک رسم 
چند نقطه از تابع )بازنمایی زوج مرتبی( است بهره گرفته شده است. دانش آموزان در فصل تابع در پایهٔ دهم با 
انواع بازنمایی های مختلف یک تابع آشنا شده اند. در این کتاب توابعی مانند تابع رادیکالی )در فصل 2( و توابع 
نمایی )در فصل 3( نیز به کمک بازنمایی زوج مرتبی تابع، آموزش داده شده است. در این شیوه بازنمایی ابتدا از 
دانش آموزان خواسته می شود تا به کمک دانش قبلی خود مقدار تابع را در چند نقطه که قبلاً یادگرفته به دست 
آورد و سپس آنها را در یک دستگاه مختصات مشخص کند. در این فعالیت به همین شیوه از دانش آموز 
خواسته شده تا مقدار سینوس را )بدون ذکر نام تابع سینوس( در یک سری از نقاط در بازهٔ ]π 0,2[ بیابد و 
آنها را در یک نمایش زوج مرتبی ارائه دهد. برای راهنمایی بیشتر نمودار تابع به صورت کم رنگ ترسیم شده تا 
نقاط برجسته تر دیده شوند. پس از نمایش نقاط در دستگاه مختصات دانش آموز پی می برد که این نقاط بر روی 
منحنی داده شده قرار می گیرند و لذا به ازای هر نقطه از محور xها در بازه ]π 0,2[ می توان نقطه ای از منحنی 
یافت. در سؤال 3 به طور مشخص از دانش آموز خواسته شده تا عدد 1 را روی محور xها یافته و سپس نقطه 
sin1 را برروی محور yها بیابد. برای این منظور او باید از منحنی داده شده کمک بگیرد. در واقع او ابتدا 
نقطه 1 را یافته و موازی با محور yها با خط چین به منحنی رسم می کند تا نقطه ای روی منحنی نظیر عدد 1 
بیابد. آنگاه از آنجا به سمت محور yها عمودی رسم می کند. چون منحنی سینوس اعداد را نمایش می دهد 
لذا مکان یافته شده بر روی محور y ها متناظر با sin1 است. این فرایند ممکن است نیاز به کمک معلم باشد که 
هرجا دانش آموز دچار ابهام شد آن را رفع کند. توصیه می شود که معلم این کار را برای اعدادی دیگر )فقط 

فعالیت  ص 105



169فصل چهارم: مثلثات

گویا( دربازه ]π 0,2[ تکرار نماید. در سؤال 4 از این فعالیت تمایز بین رادیان و درجه و نسبت های مثلثاتی 
تا این موضوع که در توابع مثلثاتی همواره )مگر خلاف آن تصریح شود( متغیر  آنها برجسته شده  برحسب 

برحسب رادیان است. این موضوع در خواندنی مربوط به ماشین حساب نیز اشاره شده است.

3  نمودار داده شده در سؤال قبل منحنی تابع y  =    sin x در بازه ]0,2π[ می باشد. با توجه به 

نمودار، مقدار sin1 کجای محور yها قرار می گیرد؟ کافی است به طور تقریبی مکان x = 1 را روی 
محور xها مشخص کرده و سپس به موازات محور yها به نمودار sinx وصل کرده تا نقطه P مشخص 
 Q قطع کند. نقطه Q ها را در نقطهy ها رسم کرده تا محورx به موازات محور P شود. سپس از نقطه

روی محور yها متناظر sin1 است.

y

x

1

0

1
2

π2π3
2

π7
6

π11
6

π5
6

π
2

π
6

/
π

3
1

4


/
3

0 86
2


π
3

PQSin1

گام بعدی و تکمیلی در خصوص تابع مثلثاتی در این فعالیت آورده شده است. در فعالیت قبل تمرکز بر 
یافتن مقدار توابع مثلثاتی )به طور خاص تابع سینوس( برای اعداد ساده مانند sin1 و sin2 بود. در این 
فعالیت مهارت قبلی را برای اعداد گنگ تعمیم می دهیم. برای این منظور از منحنی کسینوس استفاده شود 
تا این منحنی نیز معرفی گردد. در سؤال 3 از این فعالیت تعمیم مفهوم تابع مثلثاتی به بازه های بزرگ تر از 
]π 0,2[ مدنظر است. دقت شود که ارائه مفهوم دوره تناوب در اینجا به هیچ وجه مطرح نیست و نباید به کار 
گرفته شود. بحث توابع متناوب در سال آینده مطرح خواهد شد. در اینجا فقط به رفتار تکراری )با همین 
مثلثاتی  توابع  برخی خواص  به  فعالیت  این  از  از حد( می شود. در سؤال 4  بیش  تأکید  نه  )و  لفظ( اشاره 
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y

cos x
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cos 2 2 رادیان را بر روی محور xها یافته و سپس مکان  2  در نمودار بالا ابتدا نقطه نظیر 

 را بر روی محور yها به طور تقریبی پیدا کنید. درستی پاسخ خود را با ماشین حساب بررسی کنید. 
کافی است مربعی به طول ضلع 1 همانند شکل رسم کنیم. از قضیه فیثاغورث نتیجه می شود که طول 
آنگاه محل  این قطر )همانند شکل( رسم کنیم  به شعاع طول  اکنون اگر کمانی  2 است.  آن  قطر 
x = 2 است. ادامه فرایند مشابه سؤال 3 از فعالیت قبل است. تقاطع این کمان با محور xها متناظر 

تابع کسینوس بحث شده که توصیه  برای  این خواص فقط  پرداخته شده است.البته  سینوس و کسینوس 
می شود معلم بررسی این خواص برای تابع سینوس را نیز از دانش آموز مطالبه کند.

این کار در کلاس درصدد تصحیح بدفهمی ها یا رفع نواقص مربوط به مفهوم تابع مثلثاتی است. این کار 
در کلاس به نوعی به دنبال ایجاد تفاوت بین مفهوم نسبت مثلثاتی و تابع مثلثاتی و ارائه مفهوم تابع مثلثاتی 
به عنوان یک مفهوم مستقل )و البته در ارتباط تنگاتنگ با مفهوم نسبت مثلثاتی( است. لذا در این اینجا هیچ 
اشاره ای به زاویه نشده و همه جا صحبت از اعداد حقیقی است. مثلاً در قسمت ث پرسیده شده آیا عددی 
)و نه زاویه ای( می توان یافت که سینوس آن برابر 2- باشد. مشابه همین سؤال در پایه  دهم آورده شده بود 

اما با لفظ زاویه به دلیل اینکه آنجا صحبت از نسبت مثلثاتی بود و نه تابع.

کار در کلاس  ص 108
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در ادامه فعالیت ص 110 چند مثال از نمودارهای مثلثاتی آورده شده که برای سهولت مراحل به طور 
گام به گام و از کم رنگ به پررنگ ترسیم شده اند و یک کاربرد واقعی از مثلثات در صنایع آورده شده است. 
حالت تعمیم یافته این مثال کاربردی در آخرین تمرین این درس داده شده است که مشابه این مثال با اندکی 
تعمیم قابل حل است. به هر حال چنانچه تمرین داده شده برای دانش آموزان دشوار است می توان از ارائه 

آن صرف نظر کرد. 

مثال های  ص 108

حل تمرین های  برگزیده

y

-1

1

0
x

−π π

y

-1

1

0
x

π2π

y

-1

1

0
x

π2π

cos( )y x
π

= +
6| sin |y x= −

sin( )y x
π

= −
3

π π2−π π−
6

y

-1

0

1

x
π π2−π

y

-1

0

1

x
π π2−π π

3

y

-1

-2

0

1

x
π
2

π3
2

sin( )y x
π

= − +
6

| cos |y x= +1

cos( )y x
π

= − −1
3

1  توابع مثلثاتی زیر را با نمودارهای داده شده نظیر کنید.

sin ) (y x
π= −
3

cos                       پ(  ) (y x
π= +
6

الف( |  y   = -  |sin x                        ب( 

2  در هر یک از نمودارهای زیر بخشی از یک تابع مثلثاتی رسم شده است. با توجه به بخش رسم شده، 

توابع مثلثاتی داده شده در زیر را به نمودارها نظیر کنید و سپس نمودار را کامل سازید.

y   =1+ |cos x  | )پ
                        

cos) (y x
π= −
3

ب( 1- 
                        

sin) (y x
π= − +
6

الف( 
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θ

α

5
0
cm

100cm

53cm

3  با توجه به نمودارهای سؤال 2، بیشترین و کمترین مقدار توابع مثلثاتی داده شده در آن سؤال در چه 

نقاطی رخ می دهد؟
min= -1 , max= 1 )الف 	
min= -2 , max= 0 )ب 	
min= 0 , max= 2 )ج 	

بازهٔ  در  سؤال  آن  در  شده  داده  مثلثاتی  توابع  از  کدام یک   ،2 سؤال  نمودارهای  به  توجه  با   4

)π ,0( یک به یک است؟

الف( یک به یک نیست                  ب( یک به یک است                   ج( یک به یک است

θ

5
0
cm

100cm 53cm

h

α = − 030

انعطاف  برای  5 در طراحی روبات های صنعتی 

مفصل  دو  معمولاً  روبات ها،  حرکت  در  بیشتر 
نظر  در  روبه رو  به صورت  آن  بازوی  برای  مکانیکی 

می گیرند. 

الف( ارتفاع نوک گیره این روبات را، از سطح زمین، بر اساس توابعی از θ و α مدل سازی کنید. 

  ) , (π π π− ≤ α ≤ ≤ θ ≤0
2 2 2

h = 50 + h1 + h2 = 50 + 100 sinθ + 53sinα 	
توجه شود که حل معادلات ساده در پایه دهم مطرح شده است.

 α= -30° 23/5 مفصل دوم خود را در حالت cm ب( فرض کنید این روبات برای گرفتن یک شیء در ارتفاع
قرار داده است.تعیین کنید زاویه θ در این وضعیت چند درجه است؟

23/5 = 50 + 100sinθ + 53sin (-30°)

⇒ 23/5 = 50 + 100sinθ - 26/5
⇒  50 = 50 + 100sinθ

sin π≤θ≤
⇒ θ = →θ =

0
2

0 0
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اهداف درس  

1 آشنایی با روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا )فقط سینوس و کسینوس(

هدف از این درس صرفاً ارائه روابطی است که در سال آینده برای یافتن مشتق توابع سینوس و کسینوس 
براساس تعریف حدی مشتق نیاز است، یعنی محاسبه

sin) ( sinlim
h

x h x
x h→

− −
−0

	

بنابراین هدف از این درس را نباید با مبحث مشابهی که در سال های گذشته به طور سنتی آموزش داده 
می شد یکی گرفت. در گذشته روابط مثلثاتی متنوعی آموزش داده می شد که در اینجا هیچکدام از آنها مورد 
توجه نیست. لذا این درس که سبک ترین و ساده ترین درس فصل مثلثات است را نباید تبدیل به مفصل ترین 
درس این فصل نمود. رعایت چارچوب ارائه شده در این درس موجب حفظ تناسب در ساعات تخصیص 

یافته به محتوای ارائه شده در کل کتاب می گردد.

روش تدریس  

4
درس

روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا

فعالیت  ص 110

شده،  گفته  زوایای  مثلثاتی  نسبت های  برحسب  شده  خواسته  طولی  روابط  تکمیل  با  فعالیت  این  در 
(cos را به دست آورد. برای سادگی  (α + β (sin و  (α + β به سادگی می توان درستی هر دو رابطه مثلثاتی  
در محاسبات ضلع AF ابتدا برابر 1 فرض می شود و در سؤال 2 از دانش آموز خواسته می شود که روابط 
به دست آمده را در حالتی که این ضلع برابر 1 نباشد بررسی کند. با این بررسی مشخص می شود که اندازه 

این ضلع هرچه باشد )مثلاً l( در نهایت از طرفین رابطه ساده می شود و همان روابط قبل برقرار می شوند.
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در    سال    گـــذشته    بــــا   تــعــدادی   از    اتحادهــای    مثلثاتـی    مـانند   sin2α + cos2α= 1  و

 =cos α ≠0( 1+tan2α ( آشنا شدید. این اتحادها تنها شامل یک زاویه هستند. اکنون در این درس، 
cos α2

1

روابطی را که در آنها دو زاویه مختلف به کار رفته است فرا می گیرید.

1  در شکل  روبه رو،  چهارضلعی ABCD یک مستطیل است. اندازه 
پاره خط AF برابر 1 و زوایای α و β داده شده است.

 β و α را برحسب AF D
∧

F و  EC
∧

الف( با تکمیل روابط زیر اندازه 
به دست آورید.

F

A B

CD

?

?

E

1

α

β

F EC AE B
F EC

AE B

∧ ∧
° ∧

∧
°


+ + =  ⇒ =

α + + = 

90 180

90 180



: زاویه E نیم صفحه است.

ABE مجموع زوایای داخلی :  
AF ⇒    اضلاع AB و DC باهم مـوازی و پاره خط AF بـه صورت مـورب D

∧
=  ……

                                      آن را قطع کرده است.

4
درس

روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا

 فعالیت 

و  برحسب نسبت های سینوس   ،AF       =1 اینکه به  توجه  با  را   ADF
∆

از   DF و   AD اندازه اضلاع  ب( 
DF بنویسید. A

∧
کسینوس 

پ( اضلاع AE و EF از مثلث قائم الزاویه AEF را، که وتر آن برابر 1 است، برحسب نسبت های سینوس 
و کسینوس زاویه β بنویسید.

ت( اندازهٔ پاره خط های FC ،EC ،BE و AB را برحسب نسبت های سینوس و کسینوس زاویه α به دست 
آورید.

1  در شکل  روبه رو،  چهارضلعی ABCD یک مستطیل است و اندازه پاره 

خط AF برابر 1 و زوایای α و β داده شده است.
β به دست  α و  AF را برحسب  D

∧
F و  EC

∧
الف( با تکمیل روابط زیر اندازه 

آورید.

AF ⇒اضلاع AB و DC باهم موازی و پاره خط AF به صورت مورب   آن را قطع کرده است. D
∧

=  α + β

ADF را با توجه به اینکه AF       =1، برحسب نسبت های سینوس و 
∆

ب( اندازه اضلاع AD و DF از 
DF بنویسید. A

∧ کسینوس 
AD    =   sin(α + β) 	DF = cos)α + β( 	

ج( اضلاع AE و EF از مثلث قائم الزاویه AEF ، که وتر آن برابر 1 است را برحسب نسبت های سینوس 
و کسینوس زاویه β بنویسید.

EF =   sin(β) 	AE = cos) β( 	
 α زاویه  و کسینوس  نسبت های سینوس  برحسب  را   AB و FC ،EC ،BE پاره خط های  اندازهٔ  د( 

به دست آورید.
EC = EF * cosα = sinβ cosα 	BE = AE * sinα = cosβ sinα 	
AB = AE * cosα = cosβ cosα 	FC = EF * sinα = sinβ sinα 	

 ـ( از تساوی اضلاع روبه رو در مستطیل بالا روابط زیر به دست می آید. آنها را باتوجه به قسمت های الف  ه
تا د کامل کنید.

AD =  BE+EC   ⇒ sin (α+β)   =  sinα cosβ +  sinβ cosα

DF = AB -FC         ⇒ cos (α+β) = cosα cosβ -  sinα sinβ

2 تـوضیح دهید چرا اگـر اندازهٔ پـاره خط AF برابر یک نباشد کماکان روابط فوق برقرار است. اگر 

AF = r باشد آنگاه مقدار r از طرفین رابطه های فوق ساده می شود. بررسی کنید.

F EC AE B
F EC

AE B

∧ ∧
° ∧

∧
°

+ + =  ⇒ = α
α + + = 

90 180

90 180

: زاویه E نیم صفحه است.

ABE مجموع زوایای داخلی :
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) , ( ) , (=d A P d P P3 1 2  اکنون از رابطه فاصله دو نقطه که در فصل اول آمده داریم:   	
رابطه فاصله دو نقطه:

[cos) ( ] [sin) ( ] )cos cos ( )sin sin (α − β − + α − β − = α − β + α − β2 2 2 21 0 	

به توان 2 رساندن )دقت شود که عبارات زیر رادیکال همگی بزرگ تر یا مساوی صفر هستند و لذا قدر 
مطلق حذف می شود(:

[cos) ( ] sin ) ( )cos cos ( )sin sin (α − β − + α − β = α − β + α − β2 2 2 21 	
cos ) ( cos) ( sin ) (α − β − α − β + + α − β2 22 1 	

cos cos cos cos sin sin sin sin= α − α β + β + α − α β + β2 2 2 22 2

)اتحاد مربع( 
cos) ( cos cos sin sin− α − β = − α β − α β2 2 2 2 2 	 sin2x +cos2x =1 سه باراستفاده از اتحاد

cos) ( cos cos sin sin− α − β = − α β − α β2 2 2 ساده کردن 2 از طرفین 	
cos) ( cos cos sin sinα − β = α β + α β تقسیم طرفین بر 2 	

از رابطه اخیر و با استفاده از )α + β = α - )-β می توان رابطه حاصل جمع زوایا را نیز به دست آورد.

در روش زیر ابتدا روابط تفاضل به دست می  آیند و سپس به 
کمک آنها روابط حاصل جمع زوایا.

انتهایی  نقاط  و  شده  رسم   α و   β زاویه  دو  مقابل  شکل  در 
کمان ها را به ترتیب P1 و P2 نامیده ایم. زاویه  α - β بین این دو 

زاویه و وتر روبه رو به آن نیز رسم شده اند. 
برای سادگی همهٔ زوایا را به اندازه زاویه β در خلاف جهت 
و   A نقطهٔ  آید.  به دست  زیر  شکل  تا  می دهیم  دوران  مثلثاتی 
مثلث  مشاهده  با  می باشند.   P2 و   P1 یافته  دوران  به ترتیب   P3

معلوم  این شکل  از   OAP
∆

3 مثلث   و  قبل  از شکل   OP P
∆

1 2

می شود که این دو مثلث به حالت دو ضلع و زاویه بین هم نهشت 
با وتر  AP3 برابر است. پس   P1P2 هستند )چرا؟( بنابراین وتر

فاصله نقطه P1 تا P2 برابر فاصله نقطه A تا P3 است.

O

α −β

P =(cos( ),sin( ))α −β α −β3

A ( , )= 10

O

α − β
α β

P (cos sin )= α α2 =    βP (cos     sin )1, ,β

 برای به دست آوردن روابط خواسته شده می توان فعالیت جایگزین زیر را نیز به کار برد.
فعالیت جایگزین    
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نمونه سؤالات ارزشیابی 

1 زاویه های داده شده زیر را برحسب رادیان به دست آورید. )تا دو رقم اعشار(

ج( 203/09° ب( 25°	 الف( 64°	

2  زاویه های داده شده زیر را برحسب درجه به دست آورید )تا دو رقم اعشار(

ج(7 ب(3/07	 الف( 2/35-	

3  فرض کنید اندازه شعاع چرخ های بزرگ و کوچک یک تراکتور به ترتیب 150 و 80 سانتی متر باشد. 

اگر این تراکتور نیم متر به سمت جلو حرکت کند آنگاه هر یک از چرخ های آن چند رادیان حرکت کرده اند؟
4 مقدار نسبت های مثلثاتی را برای زاویه های داده شده به دست آورید.

π11                      ج( °120-	          د( 315°

2
−π                  ب(  9

2
الف( 

5  توابع مثلثاتی زیر را رسم کنید.

sin) (y x
π= − +2
6

	

cos) (y x
π= − +
3

	

6 معادله خط زیر را به دست آورید.

1 2 3 40

1

2

y

x30

7  مقدار نسبت های مثلثاتی سینوس و کسینوس را برای زاویه های زیر به دست آورید.

ج( 105°- ب( 15°-	 الف(  75°	
sinx و x زاویه ای در ربع سوم و y زاویه ای در ربع چهارم باشد آنگاه  = − 2

3
cosy و  = 5

3
8  اگر 

(sin را به دست آورید. (x y− مقدار 



1 مفهوم حد و فرایندهای حدی
2 حدهای یک طرفه )حد چپ و حد راست( 

3 قضایای حد
4 محاسبه حد توابع کسری )حالت    0      0    (

5 پیوستگی  فصل

حد و پیوستگی

5

جادۀ نهبندان ـ شهداد



1 رادیان
2 نسبت های مثلثاتی برخی زوایا

3 توابع مثلثاتی
4 روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا فصل

4
مثلثات

در  به ویژه  بالا  بسیار  سرعت  با  داده ها  انتقال  برای  نوری  فیبرهای 
خطوط اینترنت استفاده می شوند.برای طراحی این فیبرها نیاز است 

تا امواج نوری به کمک امواج سینوسی شبیه سازی شوند.
پلاستیکی  غلاف  یک  در  نوری  فیبرهای  از  رشته  چندین  معمولاً 

محافظت می شود.

1 رادیان
2 نسبت های مثلثاتی برخی زوایا

3 توابع مثلثاتی
4 روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا فصل

4
مثلثات

در  به ویژه  بالا  بسیار  سرعت  با  داده ها  انتقال  برای  نوری  فیبرهای 
خطوط اینترنت استفاده می شوند.برای طراحی این فیبرها نیاز است 

تا امواج نوری به کمک امواج سینوسی شبیه سازی شوند.
پلاستیکی  غلاف  یک  در  نوری  فیبرهای  از  رشته  چندین  معمولاً 

محافظت می شود.

نگاه کلی به فصل  

این فصل شامل 5 درس است. در درس اول این فصل، ابتدا در مورد فرایند حدی در قالب فعالیت 
ارائه شده و سپس ارائهٔ شهودی از حد به کمک جدول مقادیر و رسم نمودار صورت می گیرد. در پایان 

درس اول مفهوم همسایگی و بر اساس آن، تعریف حد )دو طرفه( تابع در یک نقطه بیان شده است.
در درس سوم، تعریف حدهای یک طرفه )حد چپ و حد راست( تابع در یک نقطه مفهوم سازی شده 

است.
در درس سوم، برخی قضایای حد ارائه شده است که ابزارهایی برای محاسبه سریع تر حد به دانش آموزان 
می دهد و سپس در درس چهارم، به روش های محاسبه حد توابع کسری )حالت ÷(که به کمک قضایا قابل 

محاسبه نیستند، اشاره شده است.
در درس آخر فصل به مفهوم پیوستگی توابع در یک نقطه و نیز در یک بازه و همچنین مفهوم پیوستگی 

یک طرفه می پردازد.

نمای کلی فصل   

   دانستنی هایی برای معلم

مفهوم حد در ریاضیات برای بیان رفتار یک تابع، دنباله ای از اعداد یا یک سری مورد استفاده قرار 
می گیرد. بررسی این رفتار در نقاط روی صفحه یا در بی نهایت صورت می گیرد. حد همچنین در حساب 
مورد  انتگرال گیری  و  مشتق  پیوستگی،  مفهوم  تعریف  برای  ریاضی  آنالیز  در  نیز  و  انتگرال  و  دیفرانسیل 

استفاده قرار می گیرد.
بسیاری از ریاضی دانان در زمان های مختلف، در کار با حد، روش های مختلفی را ارائه کرده و با موانع 
و مشکلاتی هم مواجه بوده اند که نشان دهندهٔ سیر تحول، توسعه و تکامل این مفهوم در طولانی مدت بوده 

که به صورت کنونی درآمده است.
با برخی فرایند های حدی آشنا  ریاضی دان ها حتی قبل از اینکه بتوانند مفهوم دقیق حد را بیان کنند، 



بودند و در مورد آن بحث کرده اند. با اینکه عمر شاخه حساب دیفرانسیل، بیش از چند قرن نیست، حتی 
یونانیان باستان نیز درکی از مفهوم حد داشته اند. به عنوان مثال، ارشمیدس مقدار تقریبی عدد π )پی( را با 
استفاده از محیط چند ضلعی های منظم محاطی در دایره ای به شعاع یک واحد، وقتی که تعداد اضلاع زیاد 

می شوند، به دست آورده است )روش افنا(.
در قرون وسطی نیز تا زمان  رنسانس، مفهوم حد برای به دست آوردن مساحت شکل های مختلف به کار 
و حتی حد های  داشته اند  از حد   هفدهم، درک شهودی جزئی  قرن  در  و لایب نیتس  نیوتن  است.  رفته 
پیچیده ای را نیز محاسبه کرده اند، اما نه آنها و نه دانشمندان دیگر در آن قرن، تعریف دقیقی از حد ارائه 

نکرده اند.
کوشی در اوایل قرن نوزدهم، اولین تعریف کامل نسبت به تعریف های ارائه شده قبل از آن به صورت زیر 

ارائه کرد:
»وقتی که مقادیر متوالی به یک متغیر نسبت داده می شود و مقادیر تابع به عدد ثابتی نزدیک شوند به طوری 
که اختلاف آنها از مقداری ثابت به هر اندازه کوچک قابل انتخاب باشد، این مقدار ثابت را حد همه مقادیر 

متغیر می گویند«.
فعلی  دقیق  تعریف  به  برای رسیدن  بزرگی  قدم  او  ولی  نبود،  دقیق  از حد چندان  تعریف کوشی  اگرچه 

برداشت، تا اینکه سرانجام وایرشتراس در قرن نوزدهم، تعریف دقیقی از حد به صورت زیر ارائه کرد:
 ε   >0 برای هر a میل می کند( می نامیم، اگر  به سمت   x(  x   →a f    (x) وقتی  تابع  l را حد  »عدد حقیقی 
δ    >0، وجود داشته باشد به طوری که برای هر x    ∈Df که x  -a  |<  δ| داشته باشیم f    (x)  -l  |<  ε| و می نویسیم 

.» lim ( )
x a

f x l
→

=
این تعریف دقیق وایر شتراس، به دلیل متناسب نبودن با سطح درک و انتزاع دانش آموزان دوره متوسطه، 
معمولاً در کتاب های درسی ریاضی دوره متوسطه بیان نمی شود و به جای آن توصیفی از آن تعریف به صورت 

زیر ارائه می گردد:
 l را به هر اندازهٔ دلخواه به f    (x) است اگر بتوانیم l میل می کند برابر a به سمت x وقتی f    (x) حد تابع«

.» lim ( )
x a

f x l
→

= نزدیک کنیم به شرط آنکه x به اندازهٔ کافی به a نزدیک شده باشد و می نویسیم: 

1 رادیان
2 نسبت های مثلثاتی برخی زوایا

3 توابع مثلثاتی
4 روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا فصل

4
مثلثات

در  به ویژه  بالا  بسیار  سرعت  با  داده ها  انتقال  برای  نوری  فیبرهای 
خطوط اینترنت استفاده می شوند.برای طراحی این فیبرها نیاز است 

تا امواج نوری به کمک امواج سینوسی شبیه سازی شوند.
پلاستیکی  غلاف  یک  در  نوری  فیبرهای  از  رشته  چندین  معمولاً 

محافظت می شود.

1 رادیان
2 نسبت های مثلثاتی برخی زوایا

3 توابع مثلثاتی
4 روابط مثلثاتی مجموع و تفاضل زوایا فصل

4
مثلثات

در  به ویژه  بالا  بسیار  سرعت  با  داده ها  انتقال  برای  نوری  فیبرهای 
خطوط اینترنت استفاده می شوند.برای طراحی این فیبرها نیاز است 

تا امواج نوری به کمک امواج سینوسی شبیه سازی شوند.
پلاستیکی  غلاف  یک  در  نوری  فیبرهای  از  رشته  چندین  معمولاً 

محافظت می شود.
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1
درس

مفهوم حد و فرایندهای حدی

اهداف درس  

1  آشنایی با برخی فرایندهای حدی )نزدیک شدن و میل کردن(

٢  درک شهودی حد به کمک جدول مقادیر و رسم نمودار تابع و آشنایی با نماد حد

٣  درک مفهوم همسایگی )دو طرفه، راست، چپ و محذوف( و نقش آن در وجود حد یک تابع در 

یک نقطه
٤  درک مفهوم حد تابع در یک نقطه

روش تدریس 

این درس با فعالیتی در خصوص فرایندهای حدی شروع می شود که هدف آن، فراهم آوردن تجربیاتی 
برای دانش آموزان تا مفهوم حد در ذهن دانش آموز به درستی شکل گیرد و زمینه تعریف ریاضی حد فراهم 

شود.
برای ورود مناسب به آموزش مفهوم حد، معلم می تواند متناسب با دانش و تجربه دانش آموزان کلاس 
خود، از موقعیت هایی استفاده کند که در آن مفهوم حد حضور دارد و به روشنی دیده می شود )مانند یافتن 

شیب خط مماس، پیدا کردن سرعت لحظه ای و...(.
با مفاهیم »میل کردن« و »حد«  در این درس از دو فرایند هندسی برای ایجادزمینهٔ آشنایی دانش آموز 
است،   )π( پی  عدد  تقریب  برای  ارشمیدس  افنای  روش  مشابه  که  اول،  فعالیت  در  است.  شده  استفاده 
دایره هایی به شعاع 1 را درنظر می گیریم و درون آنها به ترتیب 3 ضلعی منتظم، 4 ضلعی منتظم و... را محاط 
می کنیم. هدف فعالیت این است که دانش آموزان با نگاه کردن به شکل ها و جدول به این نتیجه برسند که 
وقتی تعداد اضلاع چند ضلعی های محاطی زیاد و زیادتر می شود، مساحت آنها نیز به مساحت دایره )عدد 

پی( نزدیک و نزدیک تر می شود )نزدیک شدن از چپ(.
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فعالیت  ص114

در شکل زیر، شعاع دایره ها، برابر 1 واحد است.

. . .

در شکل زیر، شعاع دایره ها، برابر 1 واحد است.

1 با افزایش اضلاع چند ضلعی های محاط در دایره، مساحت چند ضلعی به مساحت چه شکلی نزدیک می شود؟
2  مساحت دایره ای به شعاع ١ چقدر است؟

بیشتر پدیده های طبیعی و مسائل محیط پیرامون را می توان مدل سازی نمود و مدل ریاضی بسیاری از این پدیده ها، به صورت 
یک تابع درمی آید.

گاهی اوقات لازم است، برای تحلیل یک پدیده، رفتار تابع متناظر آن را در نزدیکی یک نقطه مورد ارزیابی قرار دهیم. مفهوم »حد« 
ابزار مناسبی است که می تواند در تحلیل رفتار تابع به ما کمک شایانی بنماید.

١000500400300200١09876543n

3/١4١573/١4١503/١4١463/١4١363/١4١072/938922/892542/828422/736082/598072/377642١/29903An

3   اگر مقدار تقریبی عدد π تا 5 رقم اعشار را برابر π=3/14159 در نظر بگیریم و مساحت nضلعی منتظم واقع در درون دایره 
∋n نشان می دهد:



را با An نشان دهیم، جدول زیر مقادیر An را به ازای برخی

4  با توجه به این جدول، هرچه تعداد اضلاع چندضلعی های داخل دایره زیاد می شود، جملات دنباله An )مساحت n ضلعی درون 
دایره( به عدد...که برابر مساحت دایره است نزدیک می شوند.

مساحت چندضلعی های منتظم درون دایره )محاطی( را به هراندازه که بخواهیم، می توانیم به مساحت دایره نزدیک کنیم، به شرط 
آنکه تعداد اضلاع را به اندازه کافی زیاد کنیم.

1
درس

 مفهوم حد و فرایندهای حدی

 فعالیت 

1  با افزایش اضلاع چند ضلعی های محاط در دایره، مساحت چند ضلعی به مساحت چه شکلی 

نزدیک می شود؟
٢  مساحت دایره ای به شعاع ١ چقدر است؟

٣  اگر مقدار تقریبی عدد π تا 5 رقم اعشار را برابر π=3/14159 در نظر بگیریم و مساحت n ضلعی 

n∈ نشان  منتظم واقع در درون دایره را با An نشان دهیم، جدول زیر مقادیر An را به ازای برخی 
می دهد:

1000500400300200109876543n

3/141573/141503/141463/141363/141072/938922/892542/828422/736082/598072/3776421/29903An

4  با توجه به این جدول، هرچه تعداد اضلاع چندضلعی های داخل دایره زیاد می شود، جملات 

دنباله An )مساحت n ضلعی درون دایره( به عدد...که برابر مساحت دایره است نزدیک می شوند.

مساحت چندضلعی های منتظم درون دایره )محاطی( را به هراندازه که بخواهیم، می توانیم به مساحت 
دایره نزدیک کنیم، به شرط آنکه تعداد اضلاع را به اندازه کافی زیاد کنیم.

تا 5 رقم اعشار داده شده است و  پی  تقریبی عدد  به صورت غیر هندسی، مقدار  نتیجه  این  تأیید  برای 
n∈ داده  به ازای برخی  n ضلعی های منتظم محاطی درون دایره  تنظیم شده است که مساحت  جدولی 

شده است.
در این فعالیت لازم نیست روش به دست آوردن اعداد داده شده در جدول )مقادیر An( برای دانش آموزان 
گفته شود ولی متناسب با موقعیت کلاس و سطح توانایی علمی آنان در صورت تشخیص معلم، می توان روش 

محاسبه مساحت n ضلعی های محاطی را به کمک ماشین حساب به صورت صفحهٔ بعد بیان نمود:
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چهارضلعی 
منتظم )مربع( 

A

C
B

O
H

1

a

b
0

60
0

120

4 ضلعی منتظم محاطی:
α = =360 90

4
	

( sin )S = × × × =014 1 1 90 2
2

	

n
α = 360 و به طور کلی در n ضلعی منتظم محاطی داریم:                                                          

	
) sinS ab= θ1

2
)می دانیم مساحت مثلثی با دو ضلع a و b و زاویه بین θ برابر است با: 

( sin ) sinn
S h

n n
= × × × =1 360 3601 1

2 n ضلعی منتظم محاطی2
	

در پایان فعالیت نیز تأکید بر اینکه به هر اندازه که بخواهیم می توانیم مساحت چند ضلعی های منتظم 
محاطی را به مساحت دایره محیطی نزدیک کنیم به شرط آنکه تعداد اضلاع را به اندازه کافی زیاد کنیم.

اندازه دلخواه و اندازه دلخواه دو کلید واژهٔ مهمی است که توصیه می شود توجه دانش آموزان را به آن 
دو جلب کنیم، چرا که در تعریف حد، این دو کلید واژه نقشی اساسی ایفا می کنند.

در فعالیت دوم هم دانش آموزان با یک فرایند حدی آشنا می شوند که با مشاهده شکل ها و تکمیل جدول 
داده شده، به این نتیجه می رسد که با ادامه فرایند نصف کردن اضلاع مثلث ها، اندازهٔ هر ضلع و در نتیجه 

اندازه محیط مثلث ها به صفر نزدیک و نزدیک تر می شوند.
در این فعالیت دانش آموزان نزدیک شدن یا میل کردن از سمت چپ را مشاهده و تجربه می کنند. در این 
فعالیت نیز مفید هست که توجه دانش آموزان را مجدد به این نکته جلب کنیم که محیط مثلث ها را می توانیم 
به هر اندازه دلخواهی به صفر نزدیک کنیم به شرط آنکه تعداد مراحل انجام کار به قدر کافی زیاد باشد.

°α = = °360 120
3

        ٣ ضلعی منتظم محاطی:	

	

. .
AoB

S a AH∆ = = × × =1 1 3 31
2 2 2 4

	

1 1

: , AH AHoAH H o Sin AH
oA

∆ ∧ ∧
= ° = ° ⇒ ° = ⇒ = ⇒ =3 390 60 60

2 1 2
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یک مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع2 را درنظر بگیرید، اندازه محیط 
این مثلث برابر6 می باشد.

مثلث جدیدی  تا  به هم وصل می کنیم  را  1 مطابق شکل، وسط اضلاع 

ایجاد شود، اندازه ضلع مثلث جدید راx1 و اندازه محیط آن را P1 می نامیم.
P1= 3      و     x1= 1 		  در این صورت داریم:

2 اگر عمل وصل کردن وسط ضلع های مثلث های جدید را ادامه دهیم و 

در مرحله nام طول ضلع مثلث به وجود آمده را با xn و محیط آن را با Pn نمایش 
دهیم، با توجه به شکل های زیر، جدول داده شده را تکمیل کنید:

3 اندازه اضلاع مثلث ها، به چه عددی نزدیک می شوند؟ صفر

4  اندازه محیط این مثلث ها، به چه عددی نزدیک می شوند؟ صفر

در فعالیت قبل، اگر طول ضلع اولیه را x درنظر بگیریم و f تابعی باشد که محیط مثلث را برحسب 
.f     (x)  =3x ضلع آن بیان می کند، آن گاه  داریم

نزدیک  صفر  عدد  بـه   )x متغیر  )مقدار  ها  مثلث  ضلع  طول  وقتی  کردیم،  مشاهده  کـه  همان طور 
می شود،  محیط مثلث ها، یعنی مقادیر تابع f، نیز به عدد صفر نزدیک می شوند.

فعالیت  ص115
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1

2n
...1

8

1

4

1

2
١xn

...3

4

3

2
3Pn

یک مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع2 را درنظر بگیرید، اندازه محیط این مثلث برابر6 می باشد.
1  مطابق شکل، وسط اضلاع را به هم وصل می کنیم تا مثلث جدیدی ایجاد شود، اندازه ضلع مثلث جدید 

راx1 و اندازه محیط آن را P1 می نامیم.
P1=.....      و     x1=......  :در این صورت داریم

2  اگر عمل وصل کردن وسط ضلع های مثلث های جدید را ادامه دهیم و در مرحله nام طول ضلع مثلث به وجود 

آمده را با xn و محیط آن را با Pn نمایش دهیم، با توجه به شکل های زیر، جدول داده شده را تکمیل کنید:

)1(                       )2(                     )3(

3  اندازه اضلاع مثلث ها، به چه عددی نزدیک می شوند؟

4   اندازه محیط این مثلث ها، به چه عددی نزدیک می شوند؟

در فعالیت قبل، اگر طول ضلع اولیه را x درنظر بگیریم و f تابعی باشد که محیط مثلث را برحسب ضلع آن بیان می کند، آن گاه  
.f     (x)  =3x داریم

همان طور کـه مشاهده کردیم، وقتی طول ضلع مثلث ها )مقدار متغیر x( بـه عدد صفر نزدیک می شود،  محیط مثلث ها، یعنی مقادیر 
تابع f، نیز به عدد صفر نزدیک می شوند.

عدد π )پی( سرگذشتی حداقل 3700 ساله دارد. پی یکی از مشهورترین عددها در دنیای ریاضی است و با نماد π ، یکی از حروف الفبای یونانی نشان داده می شود. ساده ترین 
و بهترین راه معرفی π این است:

π یک عدد گنگ است و در طول این 37 قرن، دانشمندان زیادی سعی کرده اند مقدار دقیق آن را حساب کنند. قدیمی ترین محاسبهٔ به دست آمده، به ١700 سال قبل از میلاد 
مربوط می شود.این محاسبات روی پاپیروسی نوشته شده است که درحال حاضر، در موزه ای در »مسکو« نگهداری می شود.حدود 240 سال قبل از میلاد، ارشمیدس اولین 

روش کلاسیک را برای تعیین مقدار تقریبی عدد π ارائه داد. 
ارشمیدس با استفاده از چندضلعی های محاطی و محیطی درون و بیرون یک دایره به شعاع واحد به محاسبه تقریبی عدد π پرداخت. او با 6 ضلعی منتظم شروع و مرتباً تعداد اضلاع 

را دو برابر کرد و با استفاده از 96 ضلعی های منتظم محیطی و محاطی مقدار π را با تقریب بسیار خوبی )π < 3/2150 > 3/1058( به دست آورد.
غیاث الدین جمشید کاشانی معروف به »الکاشی« در کتاب رسالهٔ محیطیه π را تا ١7 رقم پس از ممیز حساب کرده است.

اگر می خواهید عدد π را تا ده رقم اعشار به خاطر بسپارید تعداد حروف کلمات، در بیت دوم این شعر به شما کمک خواهد کرد:
π دانستن  ره  بپرسد  تو  از  کسی  آموزدگر  را  تو  هنرمند  که  ده  پاسخی 
دانشمندان آگاهی  و  دانش  و  آموزدخرد  بما  مقصود  سرمنزل  ره 
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یک مثلث متساوی الاضلاع به طول ضلع2 را درنظر بگیرید، اندازه محیط این مثلث برابر6 می باشد.
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آمده را با xn و محیط آن را با Pn نمایش دهیم، با توجه به شکل های زیر، جدول داده شده را تکمیل کنید:
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3  اندازه اضلاع مثلث ها، به چه عددی نزدیک می شوند؟
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در مثال حل شدهٔ صفحه 116، رفتار یک تابع در اطراف نقطه x =2 به کمک رسم نمودار و جدول مقادیر 
بررسی شده است. معلم می تواند متناسب با سطح کلاس از مثال های جایگزین استفاده نماید. در همین مثال 

برای اولین بار دانش آموزان با نماد حد و نحوه نمایش دادن آن آشنا می شوند.
در کار در کلاس صفحه 117، سه تابع داده شده که یکی از آنها در x =3 تعریف شده (g     (x)) و یکی از 
آنها در نقطه x =3 تعریف شده ولی مقدار تابع در x =3 با مقدار حد تابع در آن نقطه یکسان نمی باشد (h     (x)) و 
تابع سوم از سه تابع داده شده (f     (x)) هم در x =3 تعریف شده و هم مقدار تابع در x =3 با حد تابع در آن نقطه 

برابر است.
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3  
توابع g   ، f و h با ضابطه های f    (x) = x   +3     و

را درنظر بگیرید: 

1 مقادیر زیر را در صورتی که تعریف شده باشند به دست آورید: 

f   (3) =   6                          g  (3) =    تعریف نشده است                              h   (3)   =  4 	
2  با تکمیل جدول زیر، حدس بزنید که وقتی مقادیر x را به عدد 3 نزدیک می کنیم، مقادیر توابع g ، f و 

h هرکدام به چه عددی نزدیک می شوند.

3/13/013/0013/00013/00001←3→2/99992/9992/992/9x

6/16/016/0016/00016/00001←6→5/99995/9995/995/9f    (x(

تعریف ←6/16/016/0016/00016/00001
)5/99995/9995/995/9g   (x→نشده

6/16/016/0016/00016/00001←4→5/99995/9995/995/9h   (x(

3  نمودارهای توابع g ،   f و h به صورت زیر رسم شده است.

از روی نمودار، توضیح دهید که وقتی مقادیر x را به 3 نزدیک می کنیم، مقادیر g  ( x  ) ،f     (x  ) و h  (x  ) هرکدام به 
چه عددی نزدیک می شوند. هر سه به عدد 6 نزدیک می شوند.

کار در کلاس  ص 117
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4 حد هر سه تابع وقتی x به عدد 3 نزدیک می شود برابر 6 است به عبارت دیگر: 

lim ( )
x

f x
→

=
3

 6                    lim ( )
x

g x
→

=
3

 6                        lim ( )
x

h x
→

=
3

6   	

fنمودار                                        gنمودار                                        h نمودار
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معلم پس از انجام این کار در کلاس توسط دانش آموزان طی بحث کلاسی باید روی دو نتیجه زیر تأکید 
نماید:

الف( ممکن است یک تابع در نقطه ای به طول a تعریف نشده باشد ولی در این نقطه حد داشته باشد.
ب( ممکن است یک تابع در نقطه ای به طول a تعریف نشده باشد و در این نقطه دارای حد نیز باشد ولی 

مقدار حد با مقدار تابع در این نقطه برابر نباشد.
پس از این کار در کلاس، تعریف همسایگی، همسایگی محذوف و نیز همسایگی راست و چپ ارائه شده 
است. با توجه به اینکه در این کتاب از تعریف دقیق حد )روش ε و δ( برای ارائهٔ حد استفاده نشده است، لذا 
از ورود به تعریف همسایگی متقارن و محذوف متقارن و نمایش آنها به صورت نا معادله قدر مطلقی اجتناب 

شده است و لزومی به ارائهٔ این تعاریف در کلاس درس نیست.

توجه: با توجه به تعریف، منظور از همسایگی یک نقطه در این کتاب، همسایگی دو طرفه است و هر جا 
که هدف همسایگی یک طرفه باشد، همسایگی راست )یا چپ( ذکر می شود.

کار در کلاس بالای صفحه 119 پس از ارائهٔ تعریف همسایگی، در خصوص مسائل مرتبط با تمرین 
همسایگی آورده شده است.

تعریف
اگر x0 یک عدد حقیقی باشد، هر بازهٔ باز شامل x0 را یک همسایگی x0 می نامیم.

بنابراین اگر x0∈(a   ,  b)، آن گاه بازهٔ )a   ,  b( یک همسایگی x0 است.

اگر نقطه x0 را از این بازه حذف کنیم، مجموعه {x0}-(a  ,  b) را همسایگی محذوف x0 می نامیم.

به همین ترتیب:
یک  را   (x0-  r , x0) بازهٔ  و  راست  همسایگی  یک  را   (x0, x0+  r) بازه صورت  این  در   ،r   >0اگر

همسایگی چپ x0 می نامیم.

a bx0

a bx0

a bx0

a bx0
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سؤال 1: این کار در کلاس، سؤالی باز پاسخ می باشد که دانش آموزان می توانند با توجه به سطح درک 
خود به آن، پاسخی متفاوت و درست ارائه دهند. به عنوان مثال دو نمونه پاسخ برای هر یک از قسمت های 

این سؤال در زیر ارائه شده است:

کار در کلاس  ص 119

1  یک همسایگی، یک همسایگی محذوف، یک همسایگی راست و یک همسایگی چپ برای 3، مثال 

بزنید.
همسایگی محذوف 3: }3{ــ)2,6( یا }3{ــ)1,4(

همسایگی راست3: )3,5( یا )3,10(
همسایگی چپ3: )1,3( و )10,3-(

2  آیا بازهٔ )3  , 2( یک همسایگی 2می باشد؟ چرا؟ نه چون شامل 2 نمی باشد ولی این بازه یک همسایگی 

راست 2 می باشد.
پس از این کار در کلاس، تعریف حد بر اساس تعریف همسایگی ارائه شده است. در این تعریف بر دو 
واژهٔ به میزان دلخواه و به قدر کافی تأکید شده است و اساس این تعریف در واقع این دو واژه می باشد به همین 
دلیل پیشنهاد می شود در نمونه های قبل از این تعریف و بعد از این تعریف، بر این دو واژه و درک جایگاه آن 

در مشخص کردن حد داشتن یک تابع یا نداشتن حد تأکید زیادی داشته باشند.

تعریف حد یک تابع
فرض کنیم تابع f در یک همسایگی عدد a )به جز احتمالاً در خود a( تعریف شده باشد. 
L است«، هرگاه  برابر عدد حقیقی  نزدیک می شود   a به   x f وقتی  تابع  می گوییم »حد 
)با   x آنکه متغیر  به شرط  نزدیک کرد،   L به  بتوان  اندازهٔ دلخواه  به هر  f را  تابع  مقادیر 

مقادیر مخالف a از دوطرف( به قدر کافی به a، نزدیک شود. 
lim ( )
x a

f x L
→

= 		 در این صورت می نویسیم:
عدد L را حد تابع f در a می نامیم.

کار در کلاس دوم صفحه 119 در خصوص حد توابع می باشد که در صفحه بعد حل آنها ارائه می شود:
4 سؤال اول این کار در کلاس سؤال های باز پاسخی هستند که دانش آموزان می توانند پاسخ های متفاوت 

درستی به این سؤال ها بدهند.
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کار در کلاس  ص 119

1  نمودار تابعی مانند f را رسم کنید که در همسایگی راست نقطه ٢- تعریف شده باشد ولی در همسایگی 

چپ آن تعریف نشده باشد.

 به عنوان نمونه 2 پاسخ برای هر یک از سؤال های 1 تا 4 این کار در کلاس به شرح زیر می باشد:
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2  نمودار تابعی را رسم کنید که در نقطه 1 دارای حد باشد ولی حد آن با مقدار تابع در این نقطه برابر 

نباشد.

4

2-2 -1 0 1 3 4

-1

1

2

3

x

y

2-2 -1 0 1 3 4

-1

-2 -2

1

2

3

x

y

2

-2 -2

-1 0 1 3 4

-1

1

2

3

x

y

2-2 -1 0 1 3

-1

1

2

3

x

fg

fg

y

2-2 -1 0 1 3 4

-1

-2 -2

1

2

3

x

y

2-2 -1 0 1 3 4

-1

1

2

3

x

y

2-2 -1 0 1 3 4

-1

1

2

3

x

y

2-2

-2

-1 0 1 3 4

-1

1

2

3

x

y

2-2 -1 0 1 3 4

-1

1

2

3

x

y

2-2 -1 0 1 3 4

-1

-2-2-2

1

2

3

x

y

g f

fgg f

4

2-2 -1 0 1 3 4

-1

1

2

3

x

y

2-2 -1 0 1 3 4

-1

-2 -2

1

2

3

x

y

2

-2 -2

-1 0 1 3 4

-1

1

2

3

x

y

2-2 -1 0 1 3

-1

1

2

3

x

fg

fg

y

2-2 -1 0 1 3 4

-1

-2 -2

1

2

3

x

y

2-2 -1 0 1 3 4

-1

1

2

3

x

y

2-2 -1 0 1 3 4

-1

1

2

3

x

y

2-2

-2

-1 0 1 3 4

-1

1

2

3

x

y

2-2 -1 0 1 3 4

-1

1

2

3

x

y

2-2 -1 0 1 3 4

-1

-2-2-2

1

2

3

x

y

g f

fgg f



189فصل پنجم: حد و پیوستگی

در نقطه صفر تعریف نشده است. در  sin( ) x
f x

x
= با ضابطه   f تابع  5

جدول روبه رو برخی مقادیر این تابع در اطراف صفر داده شده است. با توجه 
به دست آورید. )محور xها  sinlim را 

x

x
x→0

تابع f، مقدار  به جدول و نمودار 
sinlim

x

x
x→

=
0

1 برحسب رادیان است(.	

sin x
f(x )

x
=

-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

-2

-1

1

2

y

x

sinx
x

 

x

0/84147098±1
0/95885108±0/5
0/97354586±0/4
0/98506736±0/3
0/99334665±0/2
0/99833417±0/1
0/99958339±0/05
0/99998333±0/01
0/99999583±0/005
0/99999983±0/001

3  نمودار دو تابع f و g را طوری رسم کنید که هر دو در یک همسایگی نقطه 3 تعریف شده باشند و  

 .f    (3)   ≠g    (3)

4 نمودار دو تابع f و g را طوری رسم کنید که هر دو در نقطه ٢ دارای حد یکسان باشند و     f در 2 تعریف 

شده باشد اما تابع   g در 2 تعریف نشده باشد.
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با اینکه این سؤال، سؤالی باز پاسخ نیست ولی سؤالی است که از نتیجه این سؤال در درس های بعد 
توابع مثلثاتی استفاده  به خصوص در محاسبه حدود کسری )حالت ÷( شامل  این فصل و حل مسائل آن 
می شود. با توجه به اینکه قضیه فشردگی در این کتاب ارائه نشده است، در محاسبه این تمرین یعنی محاسبه 

sinlim با استفاده از جدول مقادیر و نمودار رسم شده حد تابع 1 به دست می آید.
x

x
x→0

پس از کار در کلاس صفحه 119 و  صفحه 120، مثال حل شده ای ارائه شده است که در آن بر تعریف 
) در  )f x x= −2 شدن تابع در حداقل یک همسایگی محذوف برای حد داشتن تأکید شده است و چون 

هیچ همسایگی محذوف 2 تعریف نشده است پس این تابع در نقطه x =2 حد ندارد.

1 نمودار سه تابع g ، f و h به صورت زیر داده شده است. مقدار حد این توابع را در نقطهٔ x    =5، مشخص 

کنید	

-2 -1 1 2 30
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y

x

4

y x= −2

-1

-2

-3

تمرین  ص 120

120

sinx
x

 

x

0/84147098±1
0/95885108±0/5
0/97354586±0/4
0/98506736±0/3
0/99334665±0/2
0/99833417±0/1
0/99958339±0/05
0/99998333±0/01
0/99999583±0/005
0/99999983±0/001

در نقطه صفر تعریف نشده است. در جدول روبه رو برخی  sin) ( x
f x

x
= 5   تابع f با ضابطه 

 sinlim
→0x

x
x

مقادیر این تابع در اطراف صفر داده شده است. با توجه به جدول و نمودار تابع f، مقدار 
را به دست آورید. )محور xها برحسب رادیان است(.
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1

2

3

y

x

4

y x= −2
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-3

= )f   )x در نقطه  x      =2 حد دارد؟ چرا؟ − x2  مثال: آیا تابع 

می باشد.  Df       =   )-∞ , 2] صورت  به  تابع  دامنه  می دانیم  حل:   
چون تابع f در هیچ همسایگی محذوف 2، تعریف نشده است )مقادیر 

نقطه x      =2 حد  f در  تابع  بنابراین،  نیست(  تابع  از 2 در دامنه  بیشتر 
ندارد.

1  نمودار سه تابع g ، f و h به صورت زیر داده شده است. مقدار حد این توابع را در نقطهٔ x    =5، مشخص کنید.

  
x
lim
→5
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x
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lim
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h   )x(=....
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sin x
f(x )
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=
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 تمرین 

 
x
lim

→5
 g  (x)= 2  

x
lim

→5
f   (x)= 2                                                 

x
lim

→5
 h  (x)= 2             

نقطه  x      =2 حد دارد؟  ) در  )f x x= −2 تابع  آیا  مثال: 
چرا؟

حل: می دانیم دامنه تابع به صورت [Df       =   (-∞ , 2 می باشد.
است  نشده  تعریف   ،2 همسایگی محذوف  هیچ  در   f تابع  چون 
)مقادیر بیشتر از 2 در دامنه تابع نیست( بنابراین، تابع f در نقطه 

x      =2 حد ندارد.
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2 با استفاده از نمودار، مقدار حد توابع زیر را، در صورت وجود، در نقاط داده شده به دست آورید.
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3  با تکمیل هر یک از جدول های زیر، مقدار حد هر تابع را در نقطهٔ موردنظر بیابید. 

lim )الف 
→x 0 

)-3x+4)=....                                                                                                                                                        

١0/50/١0/0١0/00١←0→-0/0١-0/١-0/9-١x

...............←?→............f   )x(

lim )ب ( )
x

f x
→−1

=....   ،        f  (x)= − ≠ −
           = −

4 1

3 1

x x

x                                                                       
 

-0/8-0/9-0/99-0/999←-١-→١/00١-١/0١-١/١-١/5-2x

............←?→...............f   (x(

2  با استفاده از نمودار، مقدار حد توابع زیر را، در صورت وجود، در نقاط داده شده به دست آورید.
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 =4 lim
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1 حد ندارد 
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3  با تکمیل هر یک از جدول های زیر، مقدار حد هر تابع را در نقطهٔ موردنظر بیابید. 

lim )الف 
→x 0 

)-3x+4)=....                                                                                                                                                        

١0/50/١0/0١0/00١←0→-0/0١-0/١-0/9-١x

...............←?→............f   )x(

lim )ب ( )
x

f x
→−1

=....   ،        f  (x)= − ≠ −
           = −

4 1

3 1

x x

x                                                                       
 

-0/8-0/9-0/99-0/999←-١-→١/00١-١/0١-١/١-١/5-2x

............←?→...............f   (x(

2  با استفاده از نمودار، مقدار حد توابع زیر را، در صورت وجود، در نقاط داده شده به دست آورید.
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1

3  با تکمیل هر یک از جدول های زیر، مقدار حد هر تابع را در نقطهٔ موردنظر بیابید. 

lim )الف 
x→0  

(-3x+4)= 4 	

10/50/10/010/001←0→-0/01-0/1-0/9-1x

12/53/73/973/997←4→4/034/36/77f   (x)



192

lim )ب ( )
x

f x
→−1

 = -5              ،            f  (x)= x x

x

− ≠ −
           = −

4 1

3 1

-0/8-0/9-0/99-0/999←-1→-1/001-1/01-1/1-1/5-2x

-4/8-4/9-4/99-4/999←3→-5/001-5/01-5/1-5/5-6f   (x)

 ( )
x x

f x
x x

−     >
=  +      <

3 1 2
3 2

4  تابع f با ضابطه 

را در نظر بگیرید: 
الف( آیا تابع f در نقطه  x  =2، تعریف شده است؟ 

خیر
ب( با رسم نمودار f و یا نوشتن جدول مقادیر f در 
lim را به دست  ( )

x
f x

→
 

2
همسایگی محذوف 2 مقدار 

آورید.
 lim ( )
x

f x
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2

= 5 	

را   ( )
x

g x
x
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1
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


با ضابطه   g تابع    5

در نظر بگیرید: 
الف( نمودار g را در فاصله ]4,2-[ رسم کنید. 

ب( با استفاده از نمودار g، حدود زیر را محاسبه 
کنید.
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) را درنظر بگیرید: ) x
f x

x
−=

21 6 تابع f با ضابطه 

الف( دامنه تابع f را به دست آورید.

[ , ] { }f f
x x

D D
x

 − ≥ ⇒ − ≤ ≤= ⇒ = − −
≠

21 0 1 1 1 1 0
0 	

ب( دامنه تابع شامل همسایگی محذوف کدام نقطه است؟
شامل همسایگی محذوف تمام نقاط دامنه به غیر از 1 و 1- و همچنین شامل همسایگی محذوف 0 نیز 

هست.
پ( آیا این تابع در همسایگی 0/9 تعریف شده است؟ بله

ت( آیا تابع f در همسایگی چپ x   =1 تعریف شده است؟ در همسایگی راست x   =1 چطور؟
بله، این تابع در همسایگی چپ x   =1 تعریف شده ولی در همسایگی راست x   =1 تعریف نشده است.

7  اگر بازۀ (x  -1 , 2x  +3( یک همسایگی 2 باشد، مجموعه مقادیر x را به دست آورید.

	
	

توصیه های آموزشی   

امکان  حد  در  و  درس  این  در  می شود  توصیه  حد،  یادگیری  در  دانش آموزان  مشکلات  به  توجه  با 
فرصت های آموزشی زیادی را برای مشاهدهٔ حد توابع در نقاط مختلف با استفاده از بازنمایی های مختلف از 
جمله جدول مقادیر و رسم نمودار در کلاس تدارک ببینند. همچنین در تمامی مثال ها و نمونه های ارائه شده، 
تأکید ویژه ای بر دو عبارت »به اندازهٔ دلخواه« و »به مقدار کافی« که در تعریف حد آمده است، داشته باشند. 
همچنین با ارائهٔ سؤال هایی که در آنها تابع در یک نقطه حد دارد، از دانش آموزان بخواهند که با تعیین مقدار 

دلخواه، مقدار کافی را به دست آورند. به عنوان مثال:
. اگر بخواهیم فاصله f    (x) به 2 از دو طرف کمتر از 0/1  lim( )

x
x

→
+ =

1
1 2 در تابع f    (x) = x   +1 داریم: 

باشد، مقدار x باید در چه فاصله ای از 1 قرار گیرد؟

( , )
x x

x x x x
x x

− < ⇒ <∈ − + ⇒ − < < + ⇒  + > ⇒ > −

1 2 3
2 1 2 3 1 2 2 3 12 3 2

2

( , )x x⇒− < < ⇒ ∈ −
 1 13 3

2 2
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حل:	
2-0/1<   x   +1<2+0/1 ⇒ 1/9<   x   +1<2/1 ⇒ 0/9<   x   <1/1

بدفهمی های رایج دانش آموزان  

مفهوم حد به دلیل اینکه جزء مفاهیم دشوار برای دانش آموزان می باشد به همین دلیل بدفهمی های رایج 
این مفهوم برای دانش آموزان بسیار متنوع می باشد که مهم ترین آنها به شرح ذیل می باشد:

برخی از دانش آموزان فکر می کنند که:
1  تابع باید لزوماً در نقطه حدی خود تعریف شده باشد و مقدار تابع در آن نقطه با مقدار حدش در آن 

نقطه برابر باشد.
2  حد تابع، همان مقدار تابع در آن نقطه است.

3  حد به عنوان مقداری غیر قابل دسترس محسوب می شود.

4  حد، یک نقطه مرزی است و مقدار تابع به ازای تمامی مقادیر تعریف شده در دامنه آن همواره از حد 

تابع کوچک تر است.
5 حد، مقدار تقریبی است.

6 توابعی حد دارند که پیوسته باشند و فقط توابع پیوسته حد دارند.

برای رفع این بدفهمی ها، استفاده از بازنمایی شهودی مختلف از جمله رسم نمودار و جدول مقادیر برای 
مفهوم بخش حد و تأکید بر جنبه های مختلف تعریف و توصیف حد و تبیین شهودی آنها می تواند بسیار مفید 

باشد.
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اهداف درس   

درک شهودی مفهوم حد چپ و حد راست به کمک رسم نمودار و آشنایی با تعریف ریاضی غیر رسمی 
حد چپ و حد راست

روش تدریس  

y، که دامنه آنها شامل نقاطی است که  x= + 2 در شروع این درس بهتر است ابتدا به توابعی مانند 
تابع فقط در یک طرف آنها تعریف شده است، اشاره کرده و این نکته را متذکر شد که با اینکه تابع در هیچ 
همسایگی این نقاط تعریف نشده است یعنی در این نقاط حد ندارد ولی رفتار تابع را در همسایگی چپ یا 

همسایگی راست این نقاط می توان بررسی نمود.
دانش آموزان با انجام فعالیت اول درس می توانند مفهوم حد چپ و حد راست را به طور شهودی درک 
کنند و پس از این فعالیت با تعاریف ریاضی غیر رسمی آنها آشنا می شوند. در ادامه دانش آموزان به این درک 

می رسند که اگر تابع f در همسایگی محذوف a تعریف شده باشد آنگاه:
حد f در نقطه a وجود دارد ⇔ حد چپ و حد راست f در a موجود و با هم برابرند.

2
درس

حدهای یک طرفه )حد چپ و حد راست(
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) به صورت  )
x x

f x
x x

− + >= 
<

2

3 2

2
نمودار تابع 
روبه رو است:

الف( اگر متغیر x با مقادیر بزرگ تر از 2 به 2 نزدیک 

شود آن گاه  مقادیر f   (x) به عدد 1 نزدیک می شوند.
ب( اگر x با مقادیر کوچک تر از 2 به 2 نزدیک شود 

آن گاه  مقادیر f   (x) به عدد 4 نزدیک می شوند.
پ( آیا تابع f در نقطهٔ x      = 2 حد دارد؟ خیر

فعالیت  ص123

) به صورت روبه رو  )
− + >= 

<
2

3 2

2

x x
f x

x x
نمودار تابع  

است:
الف( اگر متغیر x با مقادیر بزرگ تر از 2 به 2 نزدیک شود آن گاه  

مقادیر f   (x) به عدد...نزدیک می شوند.
آن گاه   نزدیک شود   2 به   2 از  مقادیر کوچک تر  با   x اگر  ب( 

مقادیر f   (x) به عدد...نزدیک می شوند.
پ( آیا تابع f در نقطهٔ x      = 2 حد دارد؟

) در نقطهٔ 2 حد ندارد. )چون در هیچ همسایگی راست 2  ) = −2f x x در درس قبل دیدیم که تابع
تابع را در  بازهٔ ]2,∞-) می باشد می توانیم رفتار  تابع  این  دامنهٔ  اینکه  به  توجه  با  تعریف نشده است.( ولی 
 a به a با مقادیر بزرگ تر از x همسایگی چپ   2 بررسی نماییم. گاهی لازم است، رفتار تابع را وقتی متغیر

نزدیک می شود یا وقتی متغیر x با مقادیر کوچک تر از a به a نزدیک می شود بررسی و توصیف نماییم.

-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-3

-2

-1
0

1

2

3

4

5

x

y

خواندنی 

 فعالیت 

2حدهای یک طرفه )حد چپ و حد راست(
درس

بزرگ  توده یخ هرچقدر  بر روی آب شناور است.  متوجه شده اید که یخ همیشه  حتماً 
بر روی آب دریاها و  یخ که  بزرگ  مانند کوه های  نمی شود؛  باز هم در آب غرق  باشد، 

اقیانوس ها شناورند. آیا می دانید چرا یخ در آب غرق نمی شود؟
به طور کلی وقتی مایعی به شکل جامد درمی آید، منقبض می شود و مولکول هایش به هم 
نزدیک تر می شوند. به همین دلیل حجم ماده، کم می شود و چگالی آن افزایش می یابد. 

بنابراین مواد در حالت جامد سنگین تر از زمانی اند که به شکل مایع درآمده اند.
ولی آب مایعی است که خاصیت غیرعادی دارد. آب پس از انجماد به جای منقبض 
شدن، منبسط می شود؛ درنتیجه حجمش افزایش می یابد. تراکم یخ نه دهم آب است؛ به  
عبارت دیگر از نه لیتر آب ده لیتر یخ به دست می آید. به همین جهت وزن یخ، کمتر از آب 
هم حجمش است. به این ترتیب وقتی یخ درون آب قرار می گیرد، تنها نه دهم آن در آب 

فرو می رود و 0/1 دیگرش بر روی آب شناور می ماند.
نمودار چگالی آب و یخ بر حسب دما به صورت روبه رو است:

-4-8 -6 -2 0 2 64 8

0/9170

0/9170

0/9997

0/9998

0/9999

1/0000

10

چگالی

یخ

آب

دما

به مفهوم حد  با توجه  باشد، آن گاه  a، تعریف شده  نقطه ای مانند  تابعی در یک همسایگی محذوف  اگر 
راست و حد چپ می توان گفت:

حد تابع f در نقطه x   = a وجود دارد اگر و تنها اگر حد چپ و راست تابع f در x   = a موجود و با 
هم برابر باشند.

نتیجه 
اگر حد چپ و حد راست f در نقطه x   = a، دو مقدار متمایز باشند آن گاه تابع f در نقطه x   = a، حد 

ندارد.

کار در کلاس  ص 125

در خصوص مفاهیم ارائه شده در این درس در خصوص حد چپ و حد راست و همچنین ارتباط آنها با 
حد توابع می باشد. سؤال 2 این کار در کلاس، سؤالی باز پاسخ است که می تواند پاسخ های درست بسیاری 

داشته باشد.
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دانش آموزان با انجام فعالیت صفحه 126 به این نتیجه می رسند که اگر دو تابع f و g در یک همسایگی 
راست نقطه ای مانند a با هم برابر باشند و حد راست یکی از آنها در a وجود داشته باشد، آنگاه حد راست 

تابع دیگر نیز در a وجود دارد و مقدار این دو حد با هم برابرند. یعنی:

lim ( ) lim ( )
x a x a

g x f x l
+ +→ →

= = lim آنگاه  ( )
x a

f x L
+→

= اگر 
	

lim ( ) lim ( )
x a x a

g x f x l
− −→ →

= = lim آنگاه  ( )
x a

f x l
−→

= اگر 
	

به طریق مشابه با بیان مطالب بالا در خصوص همسایگی چپ نقطه ای مانند a داریم:
lim ( ) lim ( )

x a x a
g x f x L

− −→ →
= = lim آنگاه  ( )

x a
f x l

−→
= اگر 

فعالیت   ص 126

1  نمودار تابع f   (x)=[x] را در فاصله [1,2-[

رسم کنید.
به عدد 1 نزدیک شود،  x از طرف چپ  2 اگر 

می شوند،  نزدیک  صفر  عدد  به   f   (x)مقادیر آن گاه 
				   بنابراین:

lim ( )
x

f x
−→

=
1

0

به دست  را   x     =1 نقطه f در  تابع  3 حد راست 

آورید.                           

2-3-4 -2 -1 0 1 3 4

-3

-4

-2

-1

1

2

3

x

y

4

lim ( )
x

f x
+→

=
1

1 	
lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
+ −→ →

≠
1 1

4 آیا تابع f در نقطه x     =1 حد دارد؟ چرا؟ خیر چون 

 f   (x)=[x] در فعالیت قبل مشاهده کردیم که در بازهٔ )2 , 1( که یک همسایگی راست 1 می باشد نمودار تابع
. [ ]lim lim ( )

x x
x g x

+ +→ →
= =

1 1
1 بر نمودار تابع ثابت g  (x)= 1 منطبق است و داریم 

به همین ترتیب، در )1 , 0( که یک همسایگی چپ 1 می باشد نمودار تابع f (x)=[x] بر نمودار تابع ثابت 
. [ ]lim lim ( )

x x
x h x

− −→ →
= =

1 1
0 h (x)=0 منطبق است و داریم 
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در کار در کلاس صفحه 127 انتظار می رود دانش آموزان با توجه به درک شهودیشان از حد چپ و حد 
) با حد چپ این تابع در نقطه x     =0 به این  )

x
f x

x
= راست توابع و با توجه به برابر نبودن حد راست تابع 

نتیجه برسند که تابع f   (x) در نقطه x     =0 حد ندارد.

) را درنظر بگیرید: )
x

f x
x

= 1 تابع f با ضابطه 

الف( با استفاده از تعریف قدرمطلق، تابع f را به صورت دوضابطه ای بنویسید.

( )

x
x

xf x
x

x
x

 = >= − = − <

1 0

1 0 	
ب( نمودار تابع f را رسم کنید.

پ( با استفاده از نمودار f، حد چپ و حد راست تابع در صفر را به دست آورید.
lim ( ) , lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

= − =
0 0

1 1 	
lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

≠
0 0

ت( آیا تابع f در نقطهٔ صفر حد دارد؟ چرا؟ خیر چون	

کار در کلاس  ص 127
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1 نمودار تابع f به صورت زیر است. حدهای زیر را در صورت وجود به دست آورید.

lim (الف ( )
→x

f x
0

 = 4 	 	

lim ( ب ( )
→x

f x
2

 موجود نیست = 

lim ( پ ( )
→x

f x
5

 موجود نیست = 

lim ) ت  ( )
−→x
f x

6

موجود نیست =   

lim ( ث ( ) .....
+→−

=
x

f x
2

 = 1

( ج lim ( )
x

f x
→8  

 = 1

lim ( چ ( )
x

f x
→9

 = 1

حل تمرین های درس دوم )از صفحه 127 تا 129(

127 فصل پنجم : حد و پیوستگی

) را درنظر بگیرید: )
x

f x
x

= 1  تابع f با ضابطه

الف( با استفاده از تعریف قدرمطلق، تابع  f را به صورت دوضابطه ای بنویسید.
ب( نمودار تابع f را رسم کنید.

پ( با استفاده از نمودار f، حد چپ و حد راست تابع در صفر را به دست آورید.
ت( آیا تابع f در نقطهٔ صفر حد دارد؟ چرا؟

1 نمودار تابع f به صورت زیر است. حدهای زیر را در صورت وجود به دست آورید.

lim )الف ( )
→x

f x
0

   

lim ) ب ( )
→x

f x
2

   

lim ) پ ( )
→x

f x
5

  

lim ) ت ( )
−→x
f x

6

   

lim ) ث ( ) .....
+→−

=
x

f x
2

 

) ج lim ( )
→x

f x
8  

 

) چ lim ( )
→x

f x
9
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کاردرکلاس 
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) به سؤالات صفحهٔ بعد پاسخ دهید: )
x x

f x
x x x

+ >= 
+ <

2

2 1 0

2 0
2  با رسم نمودار تابع 
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الف( اگر x از طرف چپ به عدد صفر نزدیک شود آن گاه  مقادیر f     (x) به عدد صفر نزدیک می شوند، 
limبنابراین: ( )

x
f x

−→
=

0

 0 

lim ( )
x

f x
+→

=
0

1 ب( حد راست تابع f در نقطهٔ x  =0 را به دست آورید.                                            
limپ( آیا تابع f در نقطهٔ x  =0 حد دارد؟ چرا؟ خیر چون ( ) lim ( )

x x
f x f x

− +→ →
≠

0 0 	                                                                                            

3  با توجه به نمودارهای توابع داده شده در زیر، هر کدام از گزاره های پایین صفحه در مورد چند تا از 

این توابع برقرار است؟ در هر مورد توابع را مشخص کنید.

128

) به سؤالات زیر پاسخ دهید: )
+ >= 
+ <

x x
f x

x x x2

2 1 0

2 0
2   با رسم نمودار تابع

الف( اگر x از طرف چپ به عدد صفر نزدیک شود آن گاه  مقادیر f     (x) به عدد...نزدیک می شوند، بنابراین:
 lim ( ) ....

−→
=

x
f x

0

 … 

ب( حد راست تابع f در نقطهٔ x  =0 را به دست آورید.
پ( آیا تابع f در نقطهٔ x  =0 حد دارد؟ چرا؟

3 با توجه به نمودارهای توابع داده شده در زیر، هر کدام از گزاره های پایین صفحه در مورد چند تا از این توابع برقرار است؟ 
در هر مورد توابع را مشخص کنید.

)پ()ب()الف(

)ج()ث()ت(

ــ تابع در همسایگی محذوف 2 تعریف شده و در این نقطه حد دارد. 
ــ تابع در همسایگی 2 تعریف شده و در این نقطه حد دارد ولی مقدار حد با مقدار تابع در این نقطه برابر نیست.

ــ تابع در همسایگی چپ 2 تعریف شده و در این نقطه حد ندارد.
ــ تابع در همسایگی 2 تعریف شده و در این نقطه حد دارد و حد آن برابر مقدار تابع در این نقطه است.

ــ تابع در نقطه 2 تعریف نشده ولی در این نقطه حد دارد.
ــ تابع در همسایگی راست 2 تعریف شده ولی در این نقطه حد ندارد. 
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ــ تابع در همسایگی محذوف 2 تعریف شده و در این نقطه حد دارد. )الف(، )ب( و )ج( 
ــ تابع در همسایگی 2 تعریف شده و در این نقطه حد دارد ولی مقدار حد با مقدار تابع در این نقطه برابر 

نیست. )الف(
ــ تابع در همسایگی چپ 2 تعریف شده و در این نقطه حد ندارد. )پ(، )ت( و )ث(
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ــ تابع در همسایگی 2 تعریف شده و در این نقطه حد دارد و حد آن برابر مقدار تابع در این نقطه است.)پ(
ــ تابع در نقطه 2 تعریف نشده ولی در این نقطه حد دارد. )چ(

ــ تابع در همسایگی راست 2 تعریف شده ولی در این نقطه حد ندارد. )ت( و )ث(
در نقطهٔ x   =1 چه می توان  ( )f x x x= −2 4 با توجه به دامنه تابع، در مورد حد چپ تابع f با ضابطه 

گفت:
x  2-x ≥ 0 ⇒ Df =(-∞ ,0]   [1,+ ∞) 	

چون تابع در هیچ همسایگی چپ x  =1 تعریف نشده است پس تابع در x  =1 حد چپ ندارد.
در نقطه x  =2 چه می توان گفت؟

[ ]( ) x
f x

x
=

−2
5 با توجه به دامنه تابع، در مورد حد راست تابع 

[x   ] -2=0 ⇒ 2 ≤ x < 3 ⇒ Df = (-∞,2)   [3,+∞) = R - [2,3) 	
چون تابع در هیچ همسایگی راست x  =2 تعریف نشده است پس f  (x) در x  =2 حد راست ندارد.

6 با رسم نمودار تابع f    (x) =-(x  -1)2+2، حدود زیر را مشخص کنید.

] (الف ]lim ( )
x

f x
→1

 = 1

lim )ب ( )
x

f x
→

 
  1

= 2
	

)] [ نماد جزء صحیح است(
lim[ ( )] lim ( )
x a x a

f x f x
→ →

 ≠   
از این سؤال دانش آموز می تواند نتیجه بگیرد که در حالت کلی 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
x

y

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
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:f  (x)=|x  | 7 با رسم نمودار تابع

lim را به دست آورید. | |
x

x
→0

الف( مقدار 

lim | |
x

x
→0

=0 	
lim برقرار است؟ بله برقرار است. | | | |

x a
x a

→
= a یک عدد دلخواه باشد آیا تساوی  ∈ ب( اگر 

2-3-4 -2 -1 0 1 3 4

-3

-4

-2

-1

1

2

3

x

y

4
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اهداف درس  

1 آشنایی با قضایای اولیه حد توابع مانند مجموع، تفاضل، حاصل ضرب، خارج قسمت و ...

y = cos  x و y = sin  x 2  آشنایی با قضایای حد توابع مثلثاتی

روش تدریس 

دانش آموزان در دو درس اول این فصل با مفهوم حد تابع آشنا شده اند. همچنین آنها یاد گرفته اند که 
برای محاسبه حد توابع در یک نقطه، از نمودار آنها یا جدول مقادیر استفاده کنند، که هر دو روش برای توابع 

نه چندان پیچیده، قابل استفاده است.
در این درس به بیان قضایای اولیه دربارهٔ حد تابع می پردازیم تا به کمک آنها دانش آموزان قادر به محاسبه 
حد توابع پیچیده تر شوند. هرچند اثباتی برای قضایای این درس آورده نشده است ولی در فعالیت ها و کار 
بهتر قضایا  برای درک  اثباتی شهودی  نمودارها  به وسیله رسم  ارائه شده، سعی شده است  در کلاس های 

فراهم شود.
اولین فعالیت این درس، فعالیتی است که دانش آموزان با انجام دادن آن به طور شهودی به درک قضایایی 

در خصوص نحوه محاسبه توابع ثابت و همانی دست می یابند.

3
درس

قضایای حد
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3 باشد. با توجه به 
2

الف( فرض کنید f تابع ثابت 
نمودار تابع،  مقدار حدهای زیر را بیابید.

lim ( )
x

f x
→−

=
1

 3
2

             lim ( )
x

f x
→

=
3

 3
2

برای  یعنی  باشد،  همانی  تابع   g کنید  فرض  ب( 
با توجه به   . g  (x)   = x x داشته باشیم   هر عدد حقیقی 

نمودار، مقدار حدهای زیر را بیابید.

lim ( )
x

g x
→−

=
1

 -1         lim ( )
x

g x
→

=
3

3

-3 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

x

y

3

y f (x)=

-3 -2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

x

y

3

y f(x)=
3
2

-2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

x

y

3

3
y x=

فعالیت   ص 130

قضیه: 

الف( حد تابع ثابت f (x)  =c  در هر عدد دلخواه a برابر مقدار ثابت c است. یعنی،

lim
x a

c c
→

=

ب( حد تابع همانی  g (x) =x در هر عدد دلخواه a، برابر a است. یعنی،    
lim
x a

x a
→

=

توابع  بخشی شهودی قضایایی در خصوص حد مجموع  مفهوم  به  بعد )صفحه 131(  فعالیت صفحه 
و تفاضل دو تابع می پردازد. نتیجه این فعالیت به عنوان قضیه اصلی این درس در صفحه 132 بیان شده 
است. در بخش نتیجه فعالیت قضایای مربوط به محاسبه حد حاصل ضرب دو تابع و خارج قسمت دو تابع 

نیز ارائه شده است.
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، آن گاه  lim ( )
x a

g x L
→

= 2 lim و  ( )
x a

f x L
→

= 1 قضیه: اگر دو تابع f و g در نقطه x    =  a حد داشته باشند و 

الف( )حد مجموع( مجموع این دو تابع در x    =  a حد دارد و داریم:

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x L L
→ → →

+ = + = +1 2

ب( )حد تفاضل( تفاضل این دو تابع در x    =  a حد دارد و داریم:

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x g x f x g x L L
→ → →

− = − = −1 2

پ( )حد حاصل ضرب( حاصل ضرب این دو تابع در x   =a حد دارد و داریم:

( ) ( ) ( )lim ( ) ( ) lim ( ) . lim ( ) .
x a x a x a

f x g x f x g x L L
→ → →

= = 1 2

f در x   =a حد دارد و داریم:
g

ت( )حد خارج قسمت( به شرط آنکه L2≠0، تابع 
lim ( )( )lim

( ) lim ( )
x a

x a
x a

f x Lf x
g x g x L

→
→

→

= = 1

2

از  آن  در  شده  ارائه  مسائل  در  دانش آموزان  تا  می کند  فراهم  را  فرصتی   132 صفحه  کلاس  در  کار 
قضایای ارائه شده در خصوص حد مجموع، تفاضل، حاصل ضرب و خارج قسمت استفاده کنند.

کار در کلاس  ص 132

lim موجود و c یک عدد دلخواه است. با استفاده از قضیهٔ فوق، توضیح دهید  ( )
x a

f x
→

فرض کنید 

چرا تساوی های زیر برقرارند؟

lim (الف ( ) lim ( )
x a x a

cf x c f x
→ →

=
   

lim ( ) lim . lim ( ) lim ( )
x a x a x a x a

cf x c f x c f x
→ → → →

= =
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) (ب )lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x
→ →

=
2

2

 

lim ( ) lim( ( ). ( )) lim ( ) . lim ( ) (lim ( ))
x a x a x a x a x a

f x f x f x f x f x f x
→ → → → →

= = =2 2

) (پ )lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x
→ →

− = −    lim( ( )) lim . lim ( ) lim ( )
x a x a x a x a

f x f x f x
→ → → →

− = − = −1

lim (ت
( ) lim ( )x a

x a
f x f x→

→

=1 1 	 ( lim ( )
x a

f x
→

≠0 (به شرط آنکه 

lim
lim

( ) lim ( ) lim ( )
x a

x a
x a x a

f x f x f x
→

→
→ →

= =
11 1

تأکید  این تذکر  تعمیم داده شده است. در  تابع   n به  تابع  از دو  این قضایا  در صفحه 133 طی تذکری 
. بیان این مطلب به  lim n n

x a
x a

→
= lim شده است که برابر a  n می باشد. یعنی  n

x a
x

→
ویژه ای بر محاسبهٔ حد 

همراه قضیه حد توابع ثابت و قضیه حاصل ضرب توابع، دانش آموزان را برای درک قضیه حد توابع چند 
جمله ای آماده می کند که در صفحه 134 به آن پرداخته شده است.

تذکر: قضیه قبل را می توان برای سه تابع و بیشتر نیز بیان کرد. یعنی، اگر n یک عدد طبیعی و توابع 

 fn ،...، f1 همگی در نقطه  x   =a حد داشته باشند، آن گاه:

( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )n n
x a x a x a

f x f x f x f x
→ → →

+ + = + +1 1 

	
( )lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )n n

x a x a x a
f x f x f x f x

→ → →
× × = × ×1 1 

	

( ) ( )lim ( ) lim ( )
n

n

x a x a
f x f x

→ →
= به ویژه، اگر تابع f در نقطه  x   =a حد داشته باشد آن گاه:                  

که در حالت خاص، اگر تابع f را تابع همانی f (x) =x انتخاب کنیم، نتیجه می شود:  
lim n n

x a
x a

→
= 	

نیازمند  که  استفاده شده است  مطلق  قدر  تابع  از حد  کار در کلاس صفحه 134  و  مثال حل شده  در 
یادآوری تمرین شماره 7 صفحه 129 قبل از حل این صفحه می باشد.
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فعالیت صفحه 135 به طور شهودی به دانش آموزان این درک را می دهد که:
1  حد مجموع دو تابع می تواند وجود داشته باشد در حالی که هیچ کدام از دو تابع حد نداشته باشند.

2  زمانی می توانیم از قضایای حد مجموع، تفاضل، ضرب و ... استفاده کنیم که حد هر یک از توابع، 

موجود باشد.
از این نکات در طرح سؤالات کار در کلاس صفحه 136 استفاده شده است که بایستی در پاسخ دادن به 

آنها به این نکته توجه کرد.

کار در کلاس  ص 136

فرض کنید توابع f و g در یک همسایگی محذوف نقطه a تعریف شده اند.
 lim ( )
x a

g x
→

lim و  ( )
x a

f x
→

نتیجه گرفت  آیا می توان  باشد،  ) موجود  )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

+ الف( اگر 
وجود دارند؟ چرا؟

برای حل این سؤال می توان از نمونه ارائه شده در فعالیت صفحه 135 و یا موارد مشابه به عنوان 
مثال نقض، استفاده کرد.

lim نیز وجود  ( )
x a

g x
→

lim موجود باشند، آن گاه  ( )
x a

f x
→

) و  )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

+ ب( ثابت کنید اگر 
دارد.

	

lim ( )
lim ( ) lim( ( ) ( ) ( ))

lim ( ) ( )
x a

x a x a
x a

f x l
g x g x f x f x

f x g x k
→

→ →
→

=  ⇒ = + −+ =   

____________________طبق قضیه حد
مجموع و تفاضل             

lim( ( )
x a

K
g x

→
( )) lim ( )

x a
f x f x

→
+ − K L M

L

= − = 	

lim وجود دارد. ( )
x a

g x
→

یعنی 

در ادامه فعالیت پایین صفحه 136، قضیه حد ریشه n ام تابع به صورت شهودی مفهوم بخشی شده است.
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 ( )f x x= در شکل روبه رو نمودار تابع 1+
رسم شده است.

حد  نمودار، مقدار  به  توجه  با  الف( 
lim را بیابید.

x
x

→
+

3
1

  lim lim( )
x x

x x
→ →

+ = +
3 3

1 1 تساوی  آیا  ب( 
برقرار است؟

فعالیت  ص 136

-2 -1 1 2 3 4 5 6

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

y x= +1

قضیه: 
فرض کنید تابع f در نقطه a حد دارد.

اگر تابع f در یک همسایگی محذوف a نامنفی باشد آن گاه داریم: 
lim ( ) lim ( )
x a x a

f x f x
→ →

=      

) در یک همسایگی a تعریف شده باشد،  )n f x به طور کلی، برای هر عدد طبیعی n، اگر 
آن گاه داریم:

lim ( ) lim ( )n n
x a x a

f x f x
→ →

=

با انجام فعالیت صفحه 137 می توانند به صورت شهودی و به کمک نمودار ارائه شده،  دانش آموزان 
قضیه حد توابع مثلثاتی در خصوص sin  x و cos  x را درک کنند.

 
،a برای هر عدد حقیقی                                   

lim sin sin
x a

x a
→

= lim     و      cos cos
x a

x a
→

=

در ادامه پس از ارائه کار در کلاس در خصوص استفاده از قضایای حد توابع مثلثاتی، حل تذکری تمامی 
قضایای مطرح شده در خصوص حد توابع در کتاب به حد چپ و حد راست توابع نیز تعمیم داده می شود و 

در کار در کلاس مسئله مرتبط با این موضوع ارائه می شود.
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1  مقدار حدهای زیر را بیابید.

)lim )الف )
x

x
→

− 3

9
9 lim )ب    216 - =  ( )

x
x x

→−
− − +7 2

1
6 4 5  = 6-4+5 =7 	

) )پ )( )lim
( )( )x

x x

x x→ −

+ π +
+ +35

3

3 5

3 6 1
lim )ت   0= 

x

x
x+

→

− =
−

2

2
2

1 1
24

lim )ث  
x

x x
→

+2

1
2

4 6  =2 	

sinlim (ج
cosx

x
x x+→

= =
+0

0 0
1

 (چ     

lim cos lim cos
| cos |lim

lim cos lim cos

x x

x

x x

x x

x
x x x

+ +

− −

π π→ →

π→
π π→ →

 = =

− π = =


2 2

2

2 2

0

0 	

cos
lim cos lim
x x

x
x

xπ π→ →
⇒ = ⇒ =

− π
2 2

0 0 	

 f آیا می توان گفت . lim ( )
x

f x
→

=
2

3 lim و  ( )
x

f x
→

=
1

3 2  فرض کنید f یک تابع باشد، به طوری که 

تابع ثابت 3 است؟ حتماً 

) مثال نقضی است برای رد این ادعا. البته این سؤال باز  )
x x

f x
x x

 ≤= 
 + >


33
2
31
2

خیر. به عنوان مثال 

پاسخ است و می توان مثال های نقض دیگری نیز ارائه کرد.

. ( )lim
x

g x

x→
=

−22
4

1
3  تابع g را به گونه ای تعریف کنید که داشته باشیم: 

اگر 
lim ( )( )lim ( ) lim

lim( )
x

x x

x

g xg x
g x

x x

→
→ →

→

⇒ = ⇒
− −

2
2 22 2

2

4
1 1

( )
lim ( ) ( )

( )
x

g x x

g x g x x

g x x
→

=
= ⇒ = = +
 = +

2

6
4 12 10

2 8
3

موجود باشد، این سؤال نیز سؤالی باز پاسخ است.

حل تمرین های درس سوم )از صفحه 139 تا 140(
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. آیا عکس این مطلب نیز برقرار است؟  ( )lim ( )
x a

f x L
→

− lim آن گاه 0= ( )
x a

f x L
→

= 4   نشان دهید اگر 

بله چون
)lim اگر ( ) ) lim ( ) lim( ( ) )

x a x a x a
f x L f x f x L L

→ → →
− = ⇒ = − +0

0
lim( ( ) )
x a

f x L
→

= − lim
x a

L L L
→

+ = + =0

5   توابع زیر را در نظر بگیرید.

    y  =3x  +2        ,   y  =x2-1        ,   y  =[x]-1        x
y

x

− <
=  >

2 1

2 1

الف( مقدار حد هر یک از توابع فوق در x    =1 را )در صورت وجود( بیابید.

lim( )
x

x
→

+ = + =
1
3 2 3 2 5 )lim            و        )

x
x

→
− =2

1
1 0 	

lim
lim lim lim

lim
x

x x x
x

y
y y y

y

+

+ −
−

→

→ → →
→

=
⇒ ≠

= −
1

1 1 1
1

2

2
	
پس حد ندارد

ب( با انتخاب توابع f و g از بین چهار تابع فوق، جدول زیر را کامل کنید.

f   (x)  = x2-1g   (x)  = 3x   +2 f  (x)+g  (x)  = x2 + 3x +1هر سه تابع g ، f و f  +g در 1 حد دارند.

تابع f.g در 1 حد دارد اما تابع f در 1 حد 
ندارد.

f   (x) = [x  ]-1g   (x)  = x2-1f   (x) g  (x)  = x2 +[x  ]-2

تابع  دارند اما  g در 1حد راست  و   f توابع 
f در 1 حد راست ندارد.

g

f   (x)  = 3x   +2g   (x)  = [x  ]-1
 

( )
( )

=f x
g x  

3x  +[x  ]+1 

f در 1 حد  تابع  تابع f     2 در 1 حد دارد اما 
 =  f   (x)ندارد.

− <
 >

2 1
2 1

x

x
 f   2(x)=4 (x +1)

 1 در   f تابع  اما  دارد  حد   1 در   f تابع 
حد ندارد.

f   (x)= x2-1( )f x x= −2 1

x
y

x

− <
=  >

2 1

2 1
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 a در f  +g حد نداشته باشد در مورد وجود حد تابع a در g موجود باشد اما تابع a در f 6  اگر حد تابع

چه می توان گفت؟
تساوی بنابر  آنگاه  باشد  موجود   lim( ( ) ( ))

x a
f x g x

→
+ اگر  زیرا  ندارد  وجود   a در   f  +g تابع   حد 

 g   (x) = (f    (x) +g   (x) - f   (x)) و قضیه حدتفاضل حد تابع g نیز باید در a موجود باشد که خلاف فرض 
است.

7  مقدار b را طوری تعیین کنید که تابع زیر در x    = -1 حد داشته باشد:

[ ]
( ) | |

x x
x

f x x

x b x

 + < −= 
 + > −

2

1

3 1 

[ ]lim

lim
x

x

x x
x b b

x b b

−

+

→−

→−

 + −= = −⇒ ⇒ − + = − → =
 + = − +

2

1

1

1 2 1
1 3 1 2

3 3

8  در شکل زیر نمودار توابع f و g رسم شده اند. با استفاده از نمودارها، مقدار حدهای زیر را بیابید.

( )lim ( ) ( )
x

g x f x
→−

−
2

2

lim ( )
x

g x
→−

−
3

3

lim ( )
x

g x
→

3
2

8

lim ( ( ) ( )) lim ( ) lim ( )
x x x

g x f x g x f x
→− →− →−

− = − = − =
2 2 2
2 2 4 0 4 	

lim lim ( )
x x

g x g x
→− →−

− = − = − = −
3 3

3 3 3 1 3 	

lim ( ) lim ( )
x x

g x g x
→ →

= = 33 3
2 2

8 2 2 3 	

y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

( )y g x=

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

( )y f x=

y

x
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اهداف درس  

1 درک نحوهٔ محاسبه حد توابع کسری که هم حد صورت و هم حد مخرج در نقطه مورد نظر صفر 

است.

این کتاب حد  اشاره شده است در  این درس  اول  زیرنویس کتاب در صفحهٔ  تذکر: همان طور که در 
کسرهایی مورد بررسی قرار می گیرد که صورت و مخرج کسر متعلق به یکی از دسته های زیر باشند:

2  چند جمله ای های حداکثر از درجه 2

ax b+ 3  عبارت رادیکالی به صورت 

2x   +b و یا x   +b 4 توابع سینوس و کسینوس با حداکثر توان 2 و کمان به صورت

روش تدریس 

در محاسبه حد توابع کسری که به حالت ÷ منجر می شود سعی می شود با ساده کردن صورت و مخرج 
کسر و حذف عامل های صفر کننده، به جواب نهایی دست یابیم. در توضیح اینکه در محاسبه حد چرا مجاز 

به ساده کردن هستیم باید به نکته زیر )که در صفحهٔ 126 کتاب آمده است( اشاره شود:
»هرگاه دو تابع f و g در دو طرف نقطه x   =   a )به جز احتمالاً خود نقطه a( با هم برابر باشند و حد یکی از 
آنها در x   =   a موجود باشد آنگاه حد دیگری نیز در این نقطه موجود است و هر دو مقدار حد با هم برابرند«.

4
درس

محاسبه حد توابع کسری )حالت ÷(
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:x    ≠ 3 را درنظر بگیریم با این شرط که x
x

−
−

2 9
3

به عنوان مثال اگر دو تابع x    +3 و 
دامنه و برد این دو تابع در همسایگی محذوف 3، با یکدیگر برابر است به همین دلیل با توجه به اینکه:

lim نیز وجود دارد و برابر 6 است.
x

x
x→

−
−

2

3

9
3

lim طبق نکته بیان شده )صفحه 126(، 
x

x
→

+ =
3

3 6

lim را به صورت زیر با حذف عامل های صفر کننده از صورت و مخرج 
x

x
x→

−
−

2

3

9
3

به همین دلیل می توانیم 
از طریق ساده کردن حل کنیم:

( )(lim lim
x x

x x x
x→ →

− + −=
−

2

3 3

9 3 3
3

)
( x − 3

lim( )
) x

x
→

= + =
3

3 6 	
کسب  قبلاً  که  دانشی  از  که چگونه  است  دانش آموزان  در  توانایی  این  ایجاد  این درس،  اصلی  هدف 
کرده اند برای درک و محاسبه مفاهیم جدید استفاده کنند. در واقع، دانش آموزان در این درس یاد می گیرند 
توابع استفاده  که چگونه از مطالب قبلی که دربارهٔ اتحادهای جبری و مثلثاتی آموخته اند در محاسبه حد 

کنند.
در این درس، همه روش های مورد نظر برای رفع ابهام )محاسبه حد توابع کسری در حالت ÷( به وسیله 
مثال های مختلف توضیح داده شده است. حالات کلی که به نحوهٔ رفع ابهام آنها پرداخته شده است به شرح 

زیر هستند:
1   چند جمله ای ها: در حالتی که با چند جمله ای هایی )البته با درجه حداکثر 2( سرو کار داریم، برای 

تجزیه آنها از اتحادهای جبری نظیر اتحاد مزدوج، اتحاد مربع دو جمله ای و ... استفاده می کنیم.
2   عبارات گنگ: در صورت وجود عبارات رادیکالی در صورت یا مخرج کسر، برای رفع ابهام و 

حذف عامل های صفر کننده، با ضرب و تقسیم کسر بر مزدوج عبارت گنگ مورد نظر به حل مسئله می پردازیم.
3  توابع مثلثاتی: در حالتی که کسر شامل توابع مثلثاتی سینوس و کسینوس است با استفاده از اتحادهای 

مثلثاتی نظیر sin2x     =2sinx cosx     =1، sin2x     + cos2x     =1 و cos2x     = cos2x     - sin2x = 1-2 sin2x به محاسبه 
حد  می پردازیم.

در پایان این درس نیز با ارائه مثالی، روش تغییر متغیر توضیح داده شده است. حل یک مسئله هم به روش 
تغییر متغیر و هم به روش های دیگر می تواند برای دانش آموزان جالب باشد.

 در استفاده از روش تغییر متغیر، تغییر متغیری که معمولاً می تواند کمک مناسبی به محاسبه حد در حالت ÷
بکند زمانی که حد تابع در x → a خواسته شده است تغییر متغیر t = x   -a است. به عنوان مثال برای حل  

کار در کلاس صفحه 143 به صورت صفحه بعد عمل می کنیم:
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مقدار حد زیر را بیابید.

sinlim
x

x
xπ→

−
− π

4

2 1

4  

sin ( ) sin( )
lim lim

( )t t

t t

tt
→ →

π π+ − + −
⇒ =

π+ − π0 0

2 1 2 1
4 2

44
4

coslim lim
t t

t
t→ →

−= =
0 0

2 1 1
4

− 2 sin t −2 1
t4

	

sin sinlim lim
t t

t t
t t→ →

−= = −
0 0

2 1
2 2

limsin
t

t
→

×
0 	

= − × × =1 1 0 0
2 	                                                        

 x t
π− = ⇒
4  

t → 0،x π→
4

                                                       پس اگر 

x t
π= +
4

                      	

کار در کلاس  ص 143

حل تمرین های درس چهارم ص 144

1 مقدار حدهای زیر را بیابید.
	

2x  2+x -1=x 2-1+x2+x =(x  -1)(x  +1) + x     (x  +1)=(x  +1)(2x  -1)

)الف
( )

lim lim
x x

xx x

x x→− →−

++ − =
+

2

21 1

12 1

3 3

( )
( )

x

x x

−
+

1

2 1

3 1
lim

x

x
x→−

− − −= = = +
−1

1

2 1 2 1
1

3 3

[ ]lim
x

x
+→

=
2

2

)ب ( )[ ] ( )lim lim lim lim
x x x x

xx x x x
x x x+ + + +→ → → →

−− − −= = =
− − −

2 2 2

2 2 2 2

2 28 2 8 2 4

2 2 2

( )x

x

+
−

1

2

2
1

lim ( )
x

x
+→

= + =
2

2 4 8 	

)پ
 

( )( )lim lim
( )x x

xx x

x x→ →

−+ − + +× =
− + +22 2

22 2 2 2

4 2 2 ( )x −2 ( )( )x x
= =

×+ + +
1 1

4 4 162 2 2
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) )ت )( )lim lim
( )( )x x

x x x x x

x x x x x→ →

   − + + + − + +× × =      − + + + + − +   4 4

2 2 3 2 1 4 3 2 1

3 2 1 2 3 2 1 8 2 2

( )
lim
x

x

→

−
=

4

4 ( )

( )

x

x

+ +

−

3 2 1

2 4 ( )x
= =

+
6 3

8 42
	      

) )ث )lim lim
( )x x

x x x x x

x x x x→ →

+ − − + + −× =
+ + + −20 0

1 1 1 1 2

1 1 x ( )( )x x x
= =

+ + + −2

2
1

21 1 1

) )ج )( )lim lim
( )( )x x

x x x x x x x x

x x x x x x x→ →

  − + + − +× =    − + + − +  

2

1 1

1 1

1 1 1

( )
lim
x

x x

→

−
=

1

1 ( )

( )

x

x

+

−

1

1 ( )x x
= =

+
2

1
2

	

lim را بیابید. ( ) ( )
x

f x g x
→− 1

2

، حاصل  ( ) x
g x

x
+= 2 1 ) و  ) x

f x
x x

+=
− −2

1

2 1
2  اگر 

( )lim ( ). ( ) lim
( )x x

x
f x g x

x→− →−

+=
+1 1

2 2

1

2 1

( )
( )

x

x

+
×

−
2 1

1
lim

( )x

x
x x x→−

+= = = =
−1

2

1
1 4 22

31 6 3
4 	

3 مقدار حدهای زیر را بیابید.

sin )الف sin ( sin ) sinlim lim lim
cos cos ( sin ) cos ( sin )x x x

x x x x
x x x x xπ π π→ → →

− − + −= × =
+ +

2 2 2

1 1 1 1 2

1 1

	
coslim

cosx

x

xπ→
=

2

2

( sin )x
= =

+
0

0
21

	

)ب
 

cos( ) cos cos sin sin
lim lim

cos sin cos sinx x

x x x

x x x xπ π→ →

π π π+ −
=

− −
4 4

4 4 4

 	
(cos sin )

lim
x

x x
π→

−
= ×

4

2

2 (cos sin )x x
=

−
2

2
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 )پ
lim lim lim

| cos | cos sinx x x

x x x
xx x− − −→ → →

= =
− − − +

2 2 2

0 0 0 21 1 1 1
2

 	

lim
sinx

x

x−→
= ×

0

4 2
2

2
sin

x

x
× 2

2

= =4
2

2
	

)ت
 

cos cos sinlim lim lim
sin sinx x x

x x
x x x x→ → →

− − − += =
0 0 0

2 2 2 2 2 2 2 2 4 2

sin
x

x x

sinlim
x

x
→

= ×
0
4

x
= 4

 	

cos )ث cos( ) cos ( )lim lim lim
x t t

x t t
x t t→−π → →

+ − π + − π − += =
+ π 0 0

1 1 1

	

cos ( cos ) ( cos ) coslim lim lim
( cos ) ( cos )t t t

t t t t
t t t t t→ → →

− + − + −= = =
+ +

2

0 0 0

1 1 1 1

1 1
	

sinlim
t

t
→

=
0

sin
cos

t
t t

× = = =
+ +

0 0
0

1 1 1 2 	x   +π= t
	

x   = t   -π 	
حل: x    -a   =t و اگر x   →  a آنگاه t  →  0 و x    =t   +a پس داریم:

sin )ج cos cos sin sinsin( ) sinsin sinlim lim lim
x a t t

t a t a at a ax a
x a t a a t→ → →

+ −+ −− = =
− + −0 0 	

sin (cos )cos lim sin lim cos cos
t t

t t
a a a a

t t→ →

−= + = + =
0 0

1
0 	

(cos ) (cos )(cos ) cos sinlim lim lim lim
(cos ) (cos ) (cos )t t t t

t t t t t
t t t t t t t→ → → →

− − + −= = = −
+ + +

2 2

0 0 0 0

1 1 1 1

1 1 1
	

sinlim(
t

t
t→

= −
0

sin )
cos

t
t

× = − =
+

0
0

1 2 	

x t
π= +
3

x پس t  →  0 و داریم  π→
3

x، اگر  t
π− =
3

با تغییر متغیر 

 )چ
sin ( ) sin sinlim lim lim

t tx

x t t
x t tπ → →→

π−
= = × =

− π + π − π0 0
3

1 13
6 2 6 2 2 6 6

	

1 1

1

1

1
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x    =t   +1 و داریم t  →  0 پس x   →  1 اگر ،x    -1   =t با تغییر متغیر

lim )ح lim lim
x t t

x x t t t t
x t t→ → →

− + + − + + + − += =
−1 0 0

2 3 1 2 2 3 1 1 2 3 3 1

1 	

( ) ( )lim lim lim
( )t t t

t t t t
t t t t→ → →

− + + + −= + × = +
+ +0 0 0

1 1 1 1
2 3 2 3

1 1
( )

( )t

−= + ×
+ +

1
2 3

21 1
	

= − = +3 1
2

2 2
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5
درس

پیوستگی

اهداف درس  

1  آشنایی با مفاهیم پیوستگی

٢  توانایی تعیین نقاط ناپیوستگی یک تابع با استفاده از نمودار تابع

٣ توانایی تعیین نقاط ناپیوستگی دسته های خاصی از توابع

روش تدریس 

درس با یک فعالیت که شامل نمودارهای چند تابع است آغاز می شود. دانش آموزان با انجام این فعالیت 
با مفهوم پیوستگی یک تابع در یک نقطه به صورت شهودی آشنا می شوند. در صفحهٔ بعد، تعریف پیوستگی 
و نتایج آن ارائه می شود و سپس نمونه هایی از توابع پیوسته و ناپیوسته در یک نقطه، با ارائه نمودارهای آنها 
برای تقویت درک شهودی دانش آموزان از مفهوم پیوسته بودن و ناپیوسته بودن توابع در یک نقطه، ارائه 
شده است. طی این نمونه ها دانش آموزان می توانند به این درک برسند که هرگاه نمودار یک تابع در نقطه ای 
این  تثبیت  برای  است.  ناپیوسته   x    =a در  تابع  است( حتماً  داشته  )گسستی  باشد  قطع شده   x    =a به طول 
مطلب، کار در کلاس صفحه 147 مطرح شده است. تمامی سؤالات کار در کلاس صفحه 147 باز پاسخ 
می باشند و می توانند شامل پاسخ های درست بسیاری باشند که به عنوان نمونه برای هر کدام از آنها یکی از 

پاسخ های درست در صفحهٔ بعد ارائه شده است:
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 3 نقطهٔ  در  که  کنید  رسم  را  تابعی  نمودار    1

تعریف نشده باشد اما حد تابع در x   =3 وجود داشته 
باشد. )توجه کنید که این تابع در x   =3 پیوسته نیست( 
نقطه ای  در  که  کنید  رسم  را  تابعی  نمودار    ٢

 a نقطه  در  هم  تابع  حد  و  باشد  شده  تعریف   a مانند 
موجود باشد اما با مقدار تابع در a برابر نباشد. )توجه 

کنید که این تابع در a پیوسته نیست(. 
عدد  هر  در  که  کنید  رسم  را  تابعی  نمودار    ٣

حقیقی پیوسته باشد.
٤  نمودار تابعی را رسم کنید که همه جا پیوسته 

باشد به جز در دو نقطه.

کار در کلاس  ص 147
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تذکر: دو نکته مهم که درمورد پیوستگی باید به آن توجه شود موارد زیر می باشد:
1 در این کتاب و این فصل فقط مفهوم »پیوستگی تابع در نقطه« بیان شده است و از »تابع پیوسته« هیچ 

حرفی زده نمی شود و جزء اهداف کتاب نمی باشد.
٢ با توجه به تعریف حد و مطالب ارائه شده و بنابر تعریف پیوستگی، در شرایط زیر باید گفته شود که تابع 

f در نقطه x  =   a پیوسته نیست اگر یکی از شرایط زیر را دارا باشد:
fa D∉ الف( 

.)a  =   0 در y x ب( f فقط در یک نقطه a تعریف شده باشد )مانند تابع 
صورت  به  نقطه  در  تابع  یک طرفه«  »پیوستگی  مفهوم  با   ،148 صفحه  فعالیت  انجام  با  دانش آموزان 
a و  مانند  نقطه  تابع در یک  »پیوستگی راست  تعریف  آن  از درک شهودی  شهودی آشنا می شوند و پس 

پیوستگی چپ تابع در همان نقطه« ارائه شده است.
پس از بیان این تعاریف، ارتباط بین پیوستگی راست و چپ تابع برای پیوستگی آن )در یک نقطه( در 
قالب یک قضیه دو شرطی مطرح شده است. پس از آن مثال حل شده ای برای ارائه نمونه ای که از تعاریف 
تعیین  برای  مثال، کار در کلاسی  این  از  بیان شده است و پس  آن استفاده شده،  پیوستگی در  و قضایای 

پیوستگی راست، چپ و دو طرفه توابع در یک نقطه با استفاده از نمودار آنها ارائه گردیده است.

تعریف
lim ( ) ( )

x a
f x f a

+→
= گوییم تابع f در a از راست پیوسته است )یا پیوستگی راست دارد( هرگاه: 

lim ( ) ( )
x a

f x f a
−→

= گوییم تابع f در a از چپ پیوسته است )یا پیوستگی چپ دارد( هرگاه:  

بنابراین، هرگاه تابع f در یک همسایگی )دوطرفه( a تعریف شده باشد:

f در a پیوسته است اگر و تنها اگر f در a هم از راست و هم از چپ پیوسته باشد.

در سؤال 1 کار در کلاس صفحه 149 تعیین پیوستگی تابع f   (x  )= [x  ] در چند نقطه و همچنین پیوستگی 
راست و چپ آن با توجه به رسم نمودار تابع در نقاط ارائه شده خواسته شده است.
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تابع f   (x)=[x] مشخص کنید که در  با رسم نمودار  الف( 
،}0 , 1

2
کدام یک از نقاط مجموعه }2 , 

1 پیوسته است.
2

1  تابع f پیوسته است. فقط در نقطه 

 }0 , 1
2

٢  تابع f پیوستگی راست دارد. در نقاط }2 , 

پیوستگی راست دارد.
پیوستگی   1

2
نقطه  در  دارد.  پیوستگی چپ   f تابع    ٣

چپ دارد.
پایین صفحه 149 تعریف پیوستگی تابع بر یک بازه بیان 

شده است.

کار در کلاس  ص 149

-3-4 -2 -1 0 1 2 3

-3

-4

-2

-1

1

2

3

x

y

1
2

4

تعریف )پیوستگی بر بازه(
تابع f را بر بازهٔ باز (a  , b) پیوسته گوییم هرگاه در هر نقطه (a , b) پیوسته باشد.

تابع f را بر بازهٔ بسته ]a , b[ پیوسته گوییم هرگاه تابع f در هر نقطه (a , b) پیوسته باشد و در 
a از راست پیوسته و در b از چپ پیوسته باشد.

بسته صرفاً جهت سهولت  بازه  یک  بر  تابع  پیوستگی  تعریف  دارند  اطلاع  محترم  دبیران  که  همان طور 
بیان صورت قضایایی مانند قضیه مقدار میانگین و ... بیان می شود و به نوعی آن را به عنوان قرارداد تلقی 

می کنند و نه یک مفهوم جدید!
تذکر: »پیوستگی تابع f بر بازه ]a , b[«با مفهوم »پیوسته بودن تابع f در هر نقطه ]a , b[« کاملاً متفاوت 
1 , 0[ پیوسته است اما نمی توان گفت تابع y  =[x] در هر نقطه 

2
است. به عنوان مثال تابع y  =[x] بر بازه بسته ]

از ] , 0[ پیوسته است. در این فصل از کتاب پیوستگی تابع بر یک بازه ارائه شده است نه پیوسته بودن 
تابع در تمام نقاط یک بازه. در کار در کلاس های صفحه 150 نیز به این مطلب )پیوستگی تابع بر یک بازه( 

پرداخته شده است.
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1  با رسم نمودار توابع زیر، نقاط ناپیوستگی هر تابع را )در صورت وجود( تعیین کنید.

y    =  x    -[x] )ب                                        y    =   |x -1|+2 )الف

( )x x x
y

x x

−      ≤
= − +        >

1 1

2 1
پ( y     =  [x]+[- x]                                          ت( 

2  در توابع زیر مقدار a را طوری تعیین کنید که هر تابع در نقطه x    =1 پیوسته باشد.

( )
x x

x
g x x

a x

 + −            ≠=  −
                          

2 2
1

1
1=

)                     ب(  )
x x

f x a x

x x

−        
=              
− +      >

2 1 1

1

2 1

<
= الف( 

k   (x)   =  ( [x] - a)[x] )ت          ( )
[ ]

x
x

h x x
x a x

 −            =  −
 +             ≥

1
0 1

1
1

< < پ( 

3  نشان دهید به ازای هیچ مقداری برای a، توابع زیر در x    =0 پیوسته نیستند.

| |( )
ax

x
xg x

x

             ≠= 
                  

0

1 0=
)                    ب(  )

x x

f x a x

x x

             
=              
 +        >

0

0

2 1 0

<
= الف( 

4  الف( نمودار یک تابع را رسم کنید طوری که در صفر ناپیوسته باشد ولی در صفر حد داشته باشد.

ب( نمودار یک تابع را رسم کنید طوری که در دو نقطه 2 و 3 ناپیوسته باشد و در این نقاط حد نداشته 
باشد.

پ( ضابطه یک تابع f را بنویسید طوری که فقط در دو نقطه ناپیوسته باشد.
5 تابع f     (x)  =  [x] در بازه (k , 2) پیوسته است. حداکثر مقدار k  چقدر است؟

) بر آن بازه پیوسته باشد. )f x x= − −2 3 6  بازهٔ بسته ای را ارائه کنید که تابع 

حل تمرین های درس پنجم ص 151
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 در x  =0 پیوسته باشد.

cos

( )

x
x

x
b xf x

x a x

− >
 − == 



− <

2

1
0

1 0

2 0

 مقدار a و b را چنان تعیین کنید که تابع 

 
7

تمرین  ص 151

 1

)الف( 
تابع هیچ نقطه ناپیوستگی ندارد

| |y x= − +1 2

)ب( 
 است مجموعه نقاط ناپیوستگی تابع برابر 

[ ]y x x= −

2-3-4 -2 -1 0 1 3 4

-3

-4

-2

-1

1

2

3

x

y

4

2-3-4 -2 -1 0 1 3 4

-3

-4

-2

-1

1

2

3

x

y

4

| |y x= − +1 2
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-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

2-3-4 -2 -1 0 1 3 4

-3

-4

-2

-1

1

2

3

x

y

4 )پ( 
مجموعه نقاط ناپیوستگی تابع برابر مجموعه 

 است
[ ] [ ]

x
y x x

x

∈
= + − =  ∉

0

1





)ت( 
تابع فقط در نقطه x  =1 ناپیوسته است

( )x x x
y

x x

− ≤
= − + >

1 1

2 1

 2
lim ( ) lim ( )

lim ( )
lim ( ) lim ( )

x x

x

x x

f x x

f x
f x x

− −

+ +

→ →

→
→ →

= − =
=

= − + =

1 1

1

1 1

2 1 1

1
2 1

الف(	

.a =1 برقرار باشد باید داشته باشیم lim ( ) ( )
x

f x f
→

=
1

1 چون f     (1)  =  a پس برای آنکه شرط 

( )
lim ( ) lim lim
x x x

xx x
g x

x→ → →

−+ −= =
−

2

1 1 1

12

1

( )
( )

x

x

+
−

2

1
= 3 ب(	

.a  =3 پس باید f     (1)  =  a چون
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( )
lim ( ) lim lim

x x x

xx
h x

x− − −→ → →

−−= =
−1 1 1

11

1 ( )x −1 ( )x
=

+

1

21
پ(	

lim ( ) lim [ ]
x x

h x x a a
+ +→ →

= + = +
1 1

1
	

lim موجود باشد باید داشته باشیم ( )
x

h x
→1

پس برای آنکه 

a a= + ⇒ = −1 1
1

2 2
	

lim پس h در x    =1 پیوسته می شود. ( ) ( )
x

h x h
→

= =
1

1
1

2
حال چون 

lim پس: [ ]
x

x
−→

=
1

0 lim و  [ ]
x

x
+→

=
1

ت( چون 1

lim ( ) lim ([ ] )[ ]
x x

h x x a x a
+ +→ →

= − = −
1 1

1 	

lim ( ) lim ([ ] )[ ] ( )( )
x x

k x x a x a
− −→ →

= − = − =
1 1

0 0 0
پس برای وجود حد باید داشته باشیم a   =0  -1 پس a    =1 و در این صورت داریم:	

lim پس k در x    =1 پیوسته می شود. ( ) ( )
x

k x k
−→

= =
1

0 1

  3

وجود   lim ( )
x

f x
→0

پس   lim ( ) lim ( )
x x

f x x
+ +→ →

= + =
0 0

2 1 1 و   lim ( ) lim
x x

f x x
− −→ →

= =
0 0

0 الف( 

ندارد پس a هر مقدار هم که باشد تابع f در x    =0 پیوسته نیست.

lim ( ) lim lim
| |x x x

ax ax
g x

x x+ + +→ → →
= =

0 0 0
a= ب(	

lim ( ) lim lim
| |x x x

ax ax
g x a

x x− − −→ → →
= = = −

−0 0 0 	
a   =  -a ⇒ 2a   =0 ⇒ a   =0 lim موجود باشد باید داشته باشیم:	 ( )

x
g x

→0
پس برای آنکه 

 x    =0 در g نیز تابع a   =0 پس برای lim ( ) ( )
x

g x g
→

= ≠ =
0

0 1 0 اما در این صورت خواهیم داشت 
نمی تواند پیوسته باشد.
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4  سؤالی باز پاسخ می باشد که یک پاسخ به عنوان نمونه آورده شده است.

( )
x

f x x

x

− ≤
= < <
 ≤

1 1

1 1 2

3 2

)پ(                      

5  تابع f     (x)  =  [x] در بازه )2,3( پیوسته است امّا چون دو نقطه x    =3 پیوسته نیست پس حداکثر 

مقدار k برابر 3 است.
) برابر است با [3, ∞-) و تابع f روی بازه های بسته ای مانند  )f x x= − −2 3 6  دامنه تابع 

]2,3[ ، [1,2/5] و ... پیوسته است.
lim ( ) lim ( )

x x
f x x a a

− −→ →
= − = −

0 0
2 2 	  7

cos cos cos sinlim ( ) lim lim lim
cos ( cos )x x x x

x x x x
f x

xx x x x+ + + +→ → → →

− − + = = × = + + 

2

2 2 20 0 0 0

1 1 1

1 1

sinlim lim ( ) ( )
cosx x

x
x x+ +→ →

   = = =   +   

2
2

0 0

1 1 1
1

1 2 2 	
f     (0)  =  b   -1                                                                      

a, مقدار تابع = حد چپ = حد راست b a b
−⇒ = − = − ⇒ = =1 1 3

2 1
2 4 2

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
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x

y

2-3-4 -2 -1 0 1 3 4
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4

)ب(                                                                               )الف( 
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