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 جزوه استاتیک 

  

 های استخدامی لینک های مفید آزمون  

(  کمکانی خرید سوالات بانکدار ساختمان )
 بانک سینا 

 
 سوالات رایگان بانک سینا با پاسخنامه  

 

 خرید درسنامه بانک سینا خرید سوالات بانک سینا

 اخبار آزمون  منابع آزمون

 عرضه  رانی ا یاجتماع یشبکه ها
  + اخبار(  یهفتگ  فاتی + تخف گانیرا ی ها لی)فا

 (               )برای مشاهده هر بخش روی آن بزنید 
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 :هطالؼِ هکاًیک هقذهاتی تش ضص اصل تٌیادیي است کِ ّوِ هثٌای تجشتی داسًذ

 تِ جای دٍ ًیشٍ کِ تِ رسُ اثش هیکٌذیک تک ًیشٍ تِ ًام تشایٌذ قشاس :قاوون متواضی الاضلاع برای جمع بسته ویروها

 .قطش هتَاضی الاضلاػی تذست هی ایذ کِ دٍ ضلغ هجاٍسش ّواى دٍ ًیشٍی هؼلَهٌذ داد کِ اص سسن

 

 صلة سا تَسیلِ ًیشٍی دیگشی کِ تا ًیشٍی اٍل اصًظش هقذاس  اگش ًیشٍی ٍاسدتش ًقطِ ای اص یک جسن:اصل اوتقال پذیری

تِ ضشط اًکِ ,تغییش ًخَاّذ کشدٍضؼییت تؼادل یا حشکت جسن ,ٍلی ًقطِ اثش اى هتفاٍت است جایگضیي کٌٌذ,ٍجْت تشاتش

 .دٍ ًیشٍ یک خط اثش داضتِ تاضٌذ

 

 

 :سِ قاًَى تٌیادیي ًیَتي

 رسُ دس حالت سکَى هی هاًذ ٍ اگش دس حشکت تاضذ,ُ تِ رسُ ٍاسد هی ضَد صفش تاضذاگش تشایٌذ ًیشٍّایی ک:قاوون اول 

 .تِ حشکت یکٌَاختص تش سٍی خط ساست اداهِ هیذّذ

 

 رسُ دس اهتذاد ایي تشایٌذ ٍ هتٌاسة تا تضسگی اى ,اگش تشایٌذ ًیشٍّایی کِ تِ رسُ ٍاسد هی ضَد صفشًثاضذ :قاوون دوم

      F=ma.ضتاب هی گیشد

جشم رسُ ٍ ضتاب رسُ اًذ کِ تا یکاّای سیستن ساصگاس تیاى , تِ تشتیة ًوایٌذُ تشایٌذ ًیشٍّای ٍاسد تش رسُ F,m,aکِ 

 .هیطًَذ

 

 دس یک اهتذادًذ ٍ دس خلاف ,ػول ٍػکس الؼول هیاى دٍ جسن کِ تاّن تواس داسًذ ّن اًذاصُ اًذًیشٍّای :قاوون سوم

 .جْت ّن اثش هی کٌٌذ

 

 دٍ رسُ تِ جشم ّای :قاوون گراوش ویوتهM,m یکذیگش سا تا ًیشٍی هساٍی ٍ هختلف الجْت(-F,F)جزب هیکٌٌذ 

𝐹 = 𝐺
𝑀𝑚

𝑟2
 

r  ُفاصلِ دٍ رس,G ثاتت گشاًص 
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سا کْضهیي Fدس ایي هَسد ًیشٍی . ًیشٍی جارتِ صهیي تش سٍی یک رسُ ٍاقغ تش سطح اى است,یک هَسد خاظ ٍ تسیاس هْن ایي قاًَى 

سا هساٍی ضؼاع صهیي  rٍ سا جشم رسmُسا جشم صهیي mاگش .تؼشیف هیکٌٌذ (W)تِ ػٌَاى ٍصى اى ,تِ رسُ ٍاسد هیکٌذ 

(R)ٍثاتت ,متگیشی𝑔 =
𝐺𝑀

𝑅2   سا ٍاسد کٌین هقذاسW  ٍصى یک رسُ تِ جشمm سا هی ضَد تِ ایي صَست تیاى کشد: 

                                                                                     W=mg  g=9.81   𝑚 𝑠2  32.2یا  𝑓𝑡 𝑠2   

 

 

 سیستن یکا ّا

 .هیٌاهٌذ( s)ٍثاًیِ ,(Kg)کیلَگشم,(m)صهاى است کِ اًْا سا تِ تشتیة هتش, جشم , یکا ّای اصلی طَل 
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ها  تبدیل یکا

 



 

4 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

: فصل دوم 

استاتیک نقاط هادی 
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 (:رسات)استاتیک نقاط هادی 
 

 .همذار ٍ جْت آى هطخص هي ضَد ,ًاهٌذ وِ تَسظ ًمغِ ٍاردُ  ًيرٍ هي ػولىرد يه جسن را رٍي جسن ديگر
خص است وِ آى را تا يه پيىاى خظ اثر ٍ جْتي هص ,ي همذار تردار دارا يه .تردار ًطاى هي دٌّذ يه  تَسظًيرٍ را 

.  ًطاى هي دٌّذ 

 
 
 

       

 
 شاهتذادخظ اثر رتٌْا تايذ دتِ وذام ًمغِ ي آى ٍارد هي ضَد  وِ ًيرٍ اّويتي ًذاردجسن يه تراي تجسيِ ٍ تحليل  

ًمغِ اثر  ًيرٍّاي داخليتراي  ٍ صذق هي وٌذ هَرد تجسيِ ٍ تحليل ًيرٍّاي خارجيدر  هَضَع تٌْا ايي الثتِ .تاضذ

 .تاضذهطخص ضذُ دليما  ًيرٍ تايذ
 

 : هثلثجوع بشداسها به سوش 
 

 

 

 

 

 

 

 

 : عهع بشداسها به سوش هتواصی الاضلاج
 

 

 

 

 : دارين Q   ٍP    ٍ Sتراي جوغ سِ تردار 

 

 

 

 

 
 

T SRSPQ


 
 

 

 

A 
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30 
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P 
P + Q 

P + Q P + Q P-Q 
 

P 
P 

R 
R 

T 
T

S 

Q 

S S 

Q 

= + = 

P+Q+S=T R+S =T P +Q =R 
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: يک عذد  دس سداسضشب يک ب
 

FrPأًگاُ     FPاگر 


 .

   ّن جْت از ًظرخظ ػولىرد                                         
 

 

                                                                 

FP


   اگر ٍ فمظ اگرFPوr  . 

 
 

P  ٌِلريQ  است اگر ٍ فمظ اگرFPوr . 

 

 

 

 : هي وٌٌذد چٌذيي ًيرٍ وِ از يه ًمغِ ػثَر ىيراب

 

 

 

 

 

 

TSPR


 

 

:  (عكس عول جوع دو بشداس)ها  نیشو به هولفه تجضيه
 

 

  21 RRR


  
 

 

PQهغلَب است ترايٌذ دٍ ًيرٍي  :هثال


:  ٍ زايِ ي آى تا سغح افك ,

 

 

 

 

 

 

 

 
 

R 

P 

S S 

P R 

T 

P 2P 3P 

P P 

P P 

 

 

 
 

 
A 

)(500 lbP  

)(500 lb 

)(800 lbQ  

)(800 lb 
 

 
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                                                                                                  : تا استفادُ از لاًَى وَسيٌَسْا

NR

PQQPR

7.90585cos8005002800500

)85(cos2
22

0222



 
 

                   : تا استفادُ از لاًَى سيٌَسْا

36.33
85sin
7.905

sin
500

85sinsin
 



RP 

 
 

64.2636.3360:    تا افك زاٍيِ      

 

تي وصتِ  2ٍ   1اضذ اگر ترايٌذ ًيرٍّايي وِ واتل ّاي در حال حول هي ب  A  ٍCتَسظ دٍ لايك  Bوطتي  :هثال

B  5000ٍارد هي وٌٌذ تراتر تاN  ٍ جْت هثثت در تاضذX هغلَب است ءتاضذ :

. ّاي وططي تِ ّر واتل ٍلتي وِ ٍرًي( فال

 .حذالل گردد 2در واتل  يوِ ًيرٍي وطصتِ عَري  همذار زاٍيِ (ب
 
 
   

 

 
 

 
 

 
. را تِ دست آٍرد T  ٍTتَاى  هتَازي الاضلاع هيلاًَى سيٌَسْا ٍ لاًَى  تَسيلِ

 














)(2590
)(3660

)(5000
105sin30sin45sin

2

1
21

NT

NT

NR

RTT

 

 
TT تاضذ تايذ T Minimum تراي ايٌىِ    تاضذ: 

 












)(2500
)(4330

90sin30sin60sin
2

1
21

NT

NT
RTT

 

 

  بشداس يک( هستطیلي)هولفه های هتعاهذ 
 

 

 
 

 

64.26 
)(7.905 NR 





sin
cos

FF

FF

y

x




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   واحذ باشذ 1آى  انذاصهبشداس واحذ بشداسی است كه .

  بشداس واحذ دس جهتx  سا


i  و دس جهتy  سا


j ناهین هي .

 

 
 

 

: خَاّين داضت ّاتا تَجِ تِ ضرب تردار

 









jFF

iFF

yy

xx

       



 jFiFFFF yxyx

 sin,cos FFFF yx  

22tan yx

x

y
FFF

F

F
 

 . ترايٌذ ًيرٍّاي زيررا تياتيذ :هثال

 

)(800,)(350),(600 123 NFNFNF  
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 14.  2شكل 
 

 

 

 

 

 

 

 

yF 
xF  نیشو هقذاس

800sin70 800cos70 800 F1 

350sin25 350cos25 350 F2 

600cos60 -600cos60 600 F3 

1200 (N) +291 (N)   iFR 

 

x 

y 

F 

1F F 

 

 

 
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



3.76
291

1200tan

1200291

Arc

jiR





 

 

  (نقطه)تعادل يک رسه 
آى جسن در حال تؼادل  آًگاُ ، وٌٌذ تراتر تا صفر تاضذ ًيرٍّايي وِ رٍي يه جسن ٍ يا يه ررُ اثر هي  اگر ترآيٌذ

. است

 

   

                                                   0F


             

 

 

 

 

 

                                                                             

                                                                               0 FTSQ     
 

                                                                                                                  

 
 

 . تاضٌذ  xyصفحِ اگر ًيرٍّا در 








0

0

y

x

F

F
 

 .     تاضذ xyzاگر ًيرٍّا درفضاي 













0

0

0

z

y

x

F

F

F

 

 ؟در حال تؼادل است Aًمغِ  آيا :هثال
 

 

 
 

 

 



Q 



S 



T 



F 

3.76 

)(7.1234 NR 

A 
)(lb 

)(lb 

A       



Q 



S 



T 



F 

x 

y 

A 

 

 

)(3001 lbF  

)(2.1732 lbF  

)(2003 lbF  

)(4004 lbF  
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017330cos20030cos40030cos30cos:0

030sin40030sin20030030sin30sin:0

0,00

234

431













FFFFR

FFFFR

FFF

yy

xx

yx



 

. در تؼادل است Aضٌذ پس ًمغِ تا ّر دٍ صفر هي xR  ٍyRچَى 

 

 

. عٌاتْا را تذست آٍريذدر وطص   :هثال

(w  استٍزى جسن )
 
 
    

 
 

 
 .در هرحلِ اٍل تايذ ّوَارُ دياگرام آزاد ًيرٍّا را رسن وٌين

)().( NmgW  
 

 

0coscos0

0sinsin0









 



BCACx

BCACy

TTF

WTTF 

 

 

 

)(2188
)(3.586

015sin15cos
015cos15sin

)(1962

NT

NT

WTT

TT

Nw

BC

AC

ACBC

ACBC











 

 

 

 

 

 

 

 

 

A 

C 

B 

200Kg 

 

 

W=1962 (N) 

C 

TBC 

TAC 

 
  

 

TAC 

TBC 1962(N) 

 

 
 

15 

 

 
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C

TBC

WC

RA

WA

A

TAB

60)(يه عَلِ تِ ٍزى  :هثال  N 65)(تَاًذ رٍي يه هيلِ تذٍى اصغىان حروت وٌذ ٍ تِ يه ٍزًِ  هي N 

65)(,60)(.را عَري تٌظين وٌيذ وِ سيستن در حال تؼادل تاضذ h. هتصل تاضذ NWNW AC  
  

hAB: حل  )(  

cm15  

 
 

 

 :Cتعادل وصنه 
 

)(6500

0,00

NWTWTF

FFF

CBCCBCy

yx










 

 

 

 :A  ٍزًِتؼادل 

)(65 NTAB  
  

)(36tan*15sin

0sin0

0cos0

0,00

cmh
T

W

WTF

RTF

FFF

AABy

AABx

yx
























 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


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: نیشوها دس فضای سه بعذی
 : هَلفِ ّاي هتؼاهذ

 

 

 

1coscoscos

cos,cos,cos
cos
cos
cos

)coscoscos(

)coscos(cos

,,

cos

cos

cos

FF

222

x



























zyx

zzyyxx

zz

yy

xx

zyx

zyx

zyx

zzyyxx

zzz

yyy

xxx

zy

kji

kjiFF

kjiFF

kFFjFFiFF

FFF

FFF

FFF

kFjFi







































 

 

 

 

 

 

 

 

 







sinsinsin
cossincos

sin,cos
,

yhz

yhx

yhyy

xzhhy

FFF

FFF

FFFF

FFFFFF









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   شود هشخص هي آى نیشويي كه توسظ هقذاس و دو نقطه سوی خظ

 
 

 

kdididMN zyx


     

zyx

z

y

x

dddd

xxd

xxd

xxd
















 

)(1
kdjdid

dMN

MN
zyx


 

 


 هي تاضذ MNتردار  تردار ٍاحذ در جْت   

)( kdjdid
d

F
FF zyx


  

d

Fd
F

d

Fd
F

d

Fd
F z

z

y

y
x

x  ,, 

 

گزسنذ  ی كه اص يک نقطه دس فضا هيیجوع نیشوها

 

 

kRjRiRR

FFFR

zyx







 ...
 













)(

)(
)(

zz

yy

xx

FR

FR

FR

 

 
 

 
 

 

 

 

 

840)(تراتر  ABًاب طاگر ًيرٍي وططي در  .داضتِ ضذُ است عٌاب ًگِ 4يه ديَار تتٌي تَسظ  :هثال N  ٍ تاضذ

1200)(تراتر  ACوططي درعٌاب  ًيرٍي N  تاضذ تِ دست آٍريذ همذار ًيرٍي ترآيٌذي وِ تَسظ عٌاتْايAB  ٍ

AC  ِتر ًمغA ضَد ٍارد هي  .

F 

F 
F 

y 

x 

z 

Zyx RRRR  
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)16816(
24

1200
21

11816
24

16816

kjiT

kji

kji

TTR

TTR

AC

AB

AC

ACACABABA

ACABA































 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 NkjiTTR

kjiT

ACABA

AB





3607201440

)11816(
21

840





           

 










0,0

0

1650)360()720()1440( 222

yx

A

FF

F

NR

 

 













6/102
1650

360cos

1/64
1650
720cos

8/150
1650
1440cos

z
z

z

y

y

y

x

x

x

R

R

R

R

R

R






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i

j
k

ACT

ABT
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  :تعادل يک نقطه دسفضا
 

 : فضای دو بعذیتعادل دس 

  yx FF , 

 
 : فضای سه بعذیتعادل دس 

  zyx FFF ,, 

 

 .تاضذ 924Nتراتر  ADرٍي وططي در واتل ياگر ى ،هغلَب است ٍزى جسن هىؼة هستغيل :هثال

 

ji

WjWTTTTTT

WTTTF

AB

ADADADACACACABABAB

ADACAB















 ,,, 

 ji
T

T

kji

kj

AB
AB

AD

AC









4528
53

55
184526

51
2445













 

 

 

jWW

kjiT

kj
T

T

AD

AC
AC













184526
55

924

2445
51

 

.)(
 ABABx TTF 

 
)(6.624

)(2009

NT

NW

AC 


 0

55
)18(924

51
240

0
55

)45(924
51
45

53
450









ACZ

ACABy

TF

WTTF

 

 
 

 

200)(اي تِ ضؼاع  ٍرلِ دايرُ :هثال mm  است ضذُ داضتِ  عٌاب ًگِ 3تَسظ  ٍتاضذ هي. 

35)(تراي ايٌىِ وطص در عٌاب از  هغلَب است ووتريي عَل لازم  N 6)(جرم ٍرق . تيطتر ًطَد Kg تاضذ هي .

W 

A

TAB 

TAC 

TAD 
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

A

C

D

B

L

L

LL

 
 

58.86(N)6gW6(kg)M  
 

: دياگرام آزاد جسن
 

 
 

 
 

 

 

 
 
 
 
 

   

A A 
A 

C 
O 

O 

O D 

B 
 

 
 

r r r 

W 

TAB 

TAC 
TAD 

j


 
i


 

k


 

y 

x 

z 

062)cos(cos0

02)30cos(0

00

3

2

1













gTTF

SinTSinTF

TTFF

ACADy

ACADx

ACABZ





)(320)(32.02.0sin

)35(7.38
cos

32.27,
cos

77.15
73.1

mmml
l

T

TTT

TT

AD

ADACAB

ABAD















O
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فصل سوم 

اجسام صلة سيستن 

نيروهاي هعادل 
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سيستن نيروهاي هعادل : اجسام صلة  

  
.  اص ًقبط ثذاًين  تشکيل شذُ ٍ هی تَاًين اخسبم سا , اکثشاً دس عجيؼت هب ثب اخسبم سش ٍ کبس داسين تب ًقبط 

ثت خَاّين کشد ، يؼٌی ايٌکِ خسن يب صلت دس حبلت استبتيک صح دس ايي فصل دس هَسد اخسبم سخت ٍ 

کِ ّيچ خسوی ثغَس صذ دس صذ صلت  دس اصل ايي يک فشض هی ثبشذ چَى. ّيچ ًَع تغييش شکلی ًخَاّذ پزيشفت 

 .دس ًيشٍّب ّيچ ًَع اثشی ًخَاّذ گزاشت  ,ٍلی ايي کوجَد دس صلجيت خسن. ًخَاّذ ثَد 
 .ی ٍاسد شذُ ثش آى صحجت خَاّين کشد دس ايي فصل ساخغ ثِ اخسبم صلت ٍ ًيشٍّبی هؼبدل ًيشٍّب 
 .دس ايي فصل ّوچٌيي ساخغ ثِ اصل اًتقبل ًيشٍّبی هؼبدل صحجت خَاّين کشد  

 

 

 نيروهاي داخلی و خارجی
 

آًْب کبهلاً . ًيشٍّبی خبسخی ، ًيشٍّبيی هی ثبشٌذ کِ اثش سبيش اخسبم خبسخی سا  سٍی خسن صلت هی گزاسًذ  

 .هسئَل سفتبس خسن صلت هی ثبشٌذ 
هی  ًيشٍّبی داخلی ، ًيشٍّبيی هی ثبشٌذ کِ ًگْذاسًذُ اخضاء هختلف يک خسن صلت ثصَست يک ػضَ 

 .ثبشٌذ
 

 
 
 
 

                                          

                                            

                                               
( نيروهاي خارجی)دياگرام آزاد جسن صلة  

 

 

 

 

 

 

                                              

                                     (ًيشٍّبی داخلی)ديبگشام آصاد يک خشپب                                                

 

 

 نيروهاي هعادل   -اصل انتقال 
 

ًيشٍئی کِ ثش آى خسن ٍاسد شذُ سا ثش سٍی   کِ دس صَستیًخَاّذ خَسد  ايي اصل هی گَيذ کِ تؼبدل يک خسن ثْن

  .خغی کِ آى ًيشٍ اثش هی کٌذ اًتقبل دّين 
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F ـّن هقذاس                                                     ¢=F  

 a=b   ـّن خْت                                                    
                                                                                                                            

       
 سيستن ّبی ّن اسص ٍ فقظ هی تَاًين ثِ ٍ دس ثخشهگش دس ديٌبهيک , ثبثت کٌين  ّن اکٌَىايي قبًَى سا ًوی تَاًين   

 . آصهبيش ّب استٌبد کٌين 

سا دس خلَ ثِ  Fل قجلی ثِ ايي شکل خَاّذ ثَد کِ دس کبهيَى ، هی تَاى ًيشٍی ٍاسد شذُ اثش ايي قبًَى دس هثب 

 .اًتْبی کبهيَى ٍاسد کشد 
                       

  

 
 

دس هَسد ًيشٍّبی داخلی ايي قبًَى هوکي است کِ سيستن ّبی هؼبدل سا ثسبصد اهب اثش ًيشٍّب سا دسست دس ًظش  :نکته 

 .ًگيشد 

 
 

 

 

صلضرب ترداري دو تردار  حا
 

. گشتبٍس يک ًيشٍ حَل يک ًقغِ ٍ يب يک هحَس استفبدُ خَاّين کشد ,دس هجحث هوبى  یاص حبصلضشة ثشداس

حبصلضشة ثشداسی دٍ ثشداس چٌيي تؼشيف هی شَد کِ هثلاً  دس  

QPV


 
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Vاهتذاد ( الف 


Pکِ ػوَد ثش صفحِ ای ثبشذ  


  ٍQ


. قشاس داسًذ دس آى   

Vهقذاس( ة 


Pصاٍيِ ثيي  کِ  SinPQثشاثش ثبشذ ثب  


  ٍQ


. هی ثبشذ  

Vخْت( ج 


                                                                                                                                                                                                                                                     . اص قبًَى دست ساست ثذست ثيبيذ  

 
 
 

                                               

                                   

                                                                        QPQPV 


 
                                                                                              

 
 
 
Q گيشد               سٍی يک ضلغ اص هتَاصی الاضلاع اٍليِ قشاس هی 

                                                                        
 

:  حاصلضرب ترداريخواص 

 

PQQPV(    الف 


 

2121(     ة  QPQP)QQ(P


 

)SQ(PS)QP((      ج 


 

 
 

 

 

 
QPV




  
             sinV P Q     

VQP,

sinV P Q  
 



21 
 

 حاصلضرب ترداري تر حسة هؤ لفه هاي هتعاهذ 

                                                           

                                     
                       

                                                                                                      
      

 

 

 

 گشتاور يک نيرو حول يک نقطه 

A          =Fًيشٍی ٍاسد ثش خسن سخت دس ًقغِ 


 
 O      =  rًسجت ثِ ًقغِ سا  Aثشداسی کِ هکبى  

(    ثشداس ٍضؼيت ) هشخص هی کٌذ 

O                 FrMحَل ًقغِ  Fهوبى  o


 

يک ثشداس هی ثبشذ کِ ػوَد ثش  : oMخْت 

r ٍFصفحِ 


ی آى تَسظ قبًَى است ٍ سَ 

.  دست ساست ثذست هی آيذ  







kkikjjki

ijkjjkji

jikkijii







 

i 

j 

k 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

(det min )

x y z x y z

y z z y z x x z x y y x

x y z

x y z

x y z x y

x y z x y

V P Q P i P j P k Q i Q j Q k

V P Q P Q i P Q P Q j P Q P Q k

i j k

V P P P er ate

Q Q Q

i j k i j

P P P P P

Q Q Q Q Q

       

     



 

kQP xy



 iQP yz


 jQP zx


 iQP zy


jQP xz


 kQP yx


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هی گزسد ،  Oحَل يک هحَس خبصی کِ اص ًقغِ  Fتؼييي کٌٌذُ هقذاس دٍساًی است کِ ًيشٍی  oMهقذاس 

. اًدبم هی دّذ  

                                                                           (SI)         N.m       : ٍاحذoM                                  

                                                                       (         (FPS      lb.ft                                                     
اصل خبثدبئی يک ثشداس ٍ ًيشٍ سا هی تَاى دٍثبسُ ثِ ايي صَست ثيبى کشد کِ دٍ سيستن ٍقتی هؼبدل خَاٌّذ ثَد کِ ًِ 

                                   .                                يک هقذاس ثبشٌذ  Oتٌْب ًيشٍّبی آًْب ثب ّن ثشاثش ٍ ّن سَ ٍ ّن خْت ثبشٌذ ، ثلکِ گشتبٍسّبی ايدبد شذُ دس ًقبط 

                                                             
 oo MMFF 

 
 :هسائل دو تعذي 

 
 
 

ثيشی ثؼضی هسبئل دس هکبًيک عَسی ّستٌذ کِ خسن سا دس يک صفحِ هی تَاى قشاس داد ٍ ضخبهت آى دس هسئلِ تأ

 . ًخَاّذ داشت 

 

 

 قضيه وارينوى 
 

  Aاگش چٌذيي ًيشٍ دس يک ًقغِ اثش کٌٌذ هثلاً دس ًقغِ 

 :خَاّين داشت 

           ...)...(  FrFrFFr
  

ثشای ثشآيٌذ چٌذيي ًيشٍيی    Oگشتبٍس ٍ يب هوبى حَل ًقغِ  

 ّبی آى ًيشٍّب کِ اص يک ًقغِ هی گزسًذ ثشاثش است ثب هدوَع هوبى

.  Oحَل ّوبى ًقغِ 
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هؤلفه هاي هتعاهذ گشتاور يک نيرو  

 

      

zyx

zyxO

zyxO

O

zyx

zyx

FFF

rrr

kji

M

kMjMiMM

FrM

kFjFiFF

krjrirr























                              
    

                 

               yzzyx FrFrM                          

               zxxzy FrFrM   

              xyyxz FrFrM      

                                                                                                  

zyx

BABABAB

BABAB

zyx

BABABABA

FFF

zyx

kji

M

FrrFrM

kFjFiFF

kzjyixr

///

/

////

)(



















    

                              
: در هسائل دو تعذي 

                                                                                

           

x y

x y

y x

x y z y x

( ) ( )

( - )

0 , 0 , -

 

 

     



  

O

O

r x i y j

F F i F j

M r F x i yj F i F j

M xF yF k

M M M xF yF

 

           

/

/

/

A B A B

A B A B

A B A B

x x x

y y y

z z z

 

 

 






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/

/

/

( ) ( )

( ) ( )

0 , 0 , ( ) ( )

 

   

 

 

   

     

  

A B A B

A B A B A B

x y

B A B

B A B y A B x

x y z A B y A B x

r r r

r x x i y y j

F F i F j

M r F

M x x F y y F k

M M M x x F y y F

       

                                                                                             
 

 oM? : هثال 

                                                       

(100) (24 30 ) (100) (12)

1200 ( . )

 

  



M rF Sin Fd

Sin

M lb inch

                   

 

 
 
 

                                                       BM?  :هثال

 

                                                                         

 
 
 

 

 

/

/ 0.2 0.16 ( )

(800 60 ) (800 60 )
400 693 ( )

0.2 0.16 400 693

138.6 64 202.6 ( . )
202.6 ( . )

 

 

   

 

          

   



A B

A B

B

M r F

r i j m

F Cos i Sin j

i j N

M i j i j

k k k N m

M N m
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                                                   :هثال
 A  ٍBيک صفحِ تَسظ دٍ لَلا دس ًقغِ 

  CDدس سين . ًگِ داشتِ شذُ است  CDٍ يک سين 

ثبشذ ،   N 200اگش ًيشٍی کشش ثشاثش ثب 

.   Aحَل ًقغِ  Cثذست آٍسيذ هوبى آى ًيشٍ سا اص عشف 

                           

 

 

                         

/

/

2 2 2

/

0.3 0.08

(200)

0.3 0.24 0.32 ( )

( 0.3) (0.24) ( 0.32) 0.50 ( )
200 0.3 0.24 0.32 120 96 128 ( )
0.5

(0.3 0.08 ) ( 1



 
 

 

  

 

  

     

      

    

A C A

C A

CD

A C A

M r F

r AC i k

CD
F F

CD

CD i j k m

CD m

F i j k i j k N

M r F i k 20 96 128 )
(0.3)(96) (0.3)( 128)( ) (0.08)( 120) (0.08)(96)( )

7.68 28.8 28.8 ( . )

 

       

  A

i j k

k j j i

M i j k N m

               

 :                                                       راه حل دوم 

                                                              
                     

                                          
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

0.3 0 0.08
120 96 128

7.68 28.8 28.8 ( . )

   



 

  

A C A C A C A

x y z

A

A

i j k

M x x y y z z

F F F

i j k

M

M i j k N m

 

https://iranarze.ir/es2062
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 حاصلضرب عذدي دو تردار 

                                            CosPQQ.P


                                                                                                                                 
                                                                                                                               

                               
1 2 1 2

. .

.( ) . .


  

P Q Q P

P Q Q P Q P Q
 

 

. ( ).( )

.

    

  

x y z y y z

x x y y z z

P Q P i P j P k Q i Q j Q k

P Q P Q P Q P Q
 

 

    

. 1 . 0
. 1 . 0
. 1 . 0

 

 

 

i i i j

j j j k

k k k i

                              

 

زاويه اي که دو تردار تا هن دارنذ 

                                             . 



  

  

   

 


x y z

x y z

x x y y z z

x x y y z z

P P i P j P k

Q Q i Q j Q k

P Q PQ Cos P Q P Q P Q

P Q P Q P Q
Cos

PQ

 

 

 
 

 :تصوير يک تردار تر روي يک هحور 
        

  Lسٍی هحَس  Pتصَيش ثشداس                 

. (1)


    



   

OL

OL

P PCos

P P P Cos P Cos PCos
 

يب 

( )

  

   

  

  

x x y y z zOL

x y z

P P Cos P Cos P Cos

Cos i Cos j Cos k
 

 

 

 

 

 

 

P 

Q 

 

cosP 

cosQ 
O 
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ضرب هختلط سه تردار 
  

).(  = هکؼت)حدن هٌشَس                            )S P Q´
v v v

 

P=هسبحت هتَاصی الاضلاع                                                                                   Q´
v v

 

.( ) .( ) .( )
.( ) .( ) .( )

.( ) .

.( ) ( ) ( ) ( )

.( )

    

     

    

    

      

 

x y z

x x y y z z

x y z z y y z x x z z x y y x

x y z

x y z

x

S P Q P Q S Q S P

S Q P P S Q Q P S

P Q V V i V j V k

S P Q S V S V S V S V

S P Q S P Q P Q S P Q P Q S P Q P Q

S S S

S P Q P P P

Q Qy zQ

  

 

هواى يک نيرو حول يک هحور  
 

.



 




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oOL

OL OL

M r F

M M

M M

 

       
  



x y z

x y zOL

x y z

M r r r

F F F

 

 

            1 1

2 2

. .( )
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 

 

  

  

LL B

LL D

M M r F
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 . ثذست آٍسيذ  ADحَل هحَس  Bسا دس ًقغِ  BGهوبى ًيشٍی ٍاسد شذُ دس عٌبة  :هثال

 

 

/

/

0.8 0.6 ( ) , 1.00

0.8 0.6 0.4

0.4 0.74 0.32 ( ) , 0.9

0.4 0.74 0.321125( )
0.9

500 925 400

0.8 0
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AD B A
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AD AD BGB A
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BG BG

AD i k m m
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i k r i

BG i j k m m

i j kBG BG
F F

F i j k

M r F







  

   

   

  
   

   



  

B

0.4
0.4 0 0 222 ( . )
500 925 400

N m 

 

 

 
 
 

4اگش   :هثال 2 3P i j k    ٍ2 4 5Q i j k    ٍ7 zS i j s k    ثبشٌذ .zs  سا عَسی

.  ثذست آٍسيذ کِ ّش سِ ثشداس دس يک صفحِ قشاس گيشًذ 

).ساس گيشًذ ، لاصم است کِ                ثشای ايٌکِ ّش سِ ثشداس دس يک صفحِ ق ) 0P Q S  

4 2 3
2 4 5 0 16 70 6 84 20 4 0
7 1

20 40 0

2



        



 



z z

z

z

z

s s

s

s

s

 

 
 

 

 



29 
 

هواى يک کوپل  
 

.  کِ داسای يک هقذاس ثبشٌذ ٍ دس خْت هخبلف ّن ثَدُ کَپل هی گَيٌذ  F ٍ –Fثِ هدوَػِ دٍ ًيشٍی 

 

                                             ( ) 0
.

   



R F F

M F d
   

   

 ( ) ( )B BA Am r F r F r r F

m r F

       

 
 

 
  

 

 
 
 
 

 

ثشداس کَپل يک ثشداس آصاد هی ثبشذ ، صيشا کِ  هوبى آى ثستگی ثِ ًقغِ خبصی ًذاسد ٍ ًسجت ثِ ّش ًقغِ ّوبى هقذاس 

. سا خَاّذ داشت  dFهوبى 

.  ی حبصل اص آًْب ثب ّن ثشاثش ثبشٌذ دٍ کَپل هَقؼی ثشاثش هی ثبشٌذ کِ هقذاس ٍ خْت هوبى ّب

 

1 1 2 2Fd F d

sinm r F F d 
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  کوپل هاي هعادل

 

                      ها  جوع کوپل
 

 2121

221121

212211

212211211

)()(

)()(

MMFrFrM

FrrFrrM

FFrFFrM

FrFrFrFrM

















 
 

 

1 2

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

( ) ( )
( )

 

       

    

     

R F F

M r R r R r r R

M r R r F F

M r F r F M M

 

  

 
 

  کوپلی را توسيله تردار نشاى هی دهنذ
 

 

 

 

 

 

 

 

 

و يک کوپل   تجسيه يک نيرو ته يک نيرو در يک تقطه
 

.  هٌتقل کٌين  Oٍاقغ شذُ ٍ ثِ دليلی هی خَاّين آى سا ثِ ًقغِ  Aدس ًقغِ  Fًيشٍی 

 

  0  M r F                                          
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الجتِ ًيشٍ ٍ کَپل ثصَست ثشداسی . ) کَپل سا ثِ يک ًيشٍی تٌْب تجذيل کشد  هی تَاى يک سيستن ًيشٍ  ثشػکس

 (. ثبيستی ثش ّن ػوَد ثبشٌذ

 

  :هثال
 B   ٍCايي ثخش تَسظ دٍ پيچ دس ًقبط . دادُ شذُ است  A دس ًقغِ  Pًيشٍی  

.  ثِ ديَاس ًگْذاشتِ شذُ است 

 . خبيگضيي کٌيذ  Bيستن ًيشٍی هؼبدل دس ًقغِ ًيشٍی فَق سا ثب يک س( الف 

.  ثذست ثيبٍسيذ کِ هؼبدل کَپل ثٌذ الف ثبشذ B  ٍCدٍ ًيشٍی افقی دس ًقبط ( ة 

 

 

 

 

:  حل

 
 (الف

 

 

 

 

 (ة
           M=P(7.5)=60(7.5)=450 (N.cm) 
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F(4.5)=M 
F=450/4.5=100 (N) 

 

 

: کَپل دس هسئلِ صيش سا ثذست آٍسيذ هَلفِ ّبی يک کَپل هؼبدل دٍ  :هثال

  

 

 

 

 

 

 

هثجت ٍهٌفی  پًَذ است ، قشاس هی دّين ثبػلاهت20دٍ ًيشٍ سا کِ هقذاس آًْب  Aدس ًقغِ : حل

 

 

 
 

 

 

                                                    -30 ( 18 ) = -540 (lb.in) xM  ِکَپل دس صفحyz  

20 (12) = 240 (lb.in) yM  ِکَپل دس صفحxz 

20 (9) = 180 (lb.in)  zM  ِکَپل دس صفحxy 

540 240 180 ( . )M i j k lbin= - + +
r rr r

 

 

                 
 
 
 
 

 . ثذست آٍسد  Dهی تَاى هوبى توبم ًيشٍّب سا دس يک ًقغِ دلخَاُ هثل ًقغِ  :راه دوم 

  

0 (18 ) ( 30 ) (9 12 ) ( 20 )
540 240 180 ( . )

       

  

M M j k j k i

M i j k lb in
 

 
.  ًيشٍّبی ثششی ٍاسد شذُ ثش سغح ايي هقغغ تَسظ سِ ًيشٍ دس ثبلْب ٍ خبى ًشبى دادُ شذُ اًذ  :هثال

.  خبيگضيي کٌيذ  Hايي ًيشٍّب سا ثب يک ًيشٍ ٍ کَپل دس ًقغِ ( الف 

 . سا ثذست آٍسيذ  Xخبيگضيي کٌيذ ٍ  Xثِ فبصلِ   Cايي ًيشٍّب ٍ کَپل سا ثب يک ًيشٍ دس ًقغِ ( ة 
 
 

 

 

xM 

zM 

yM 
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 سيستن نيروهاي هعادل  
يٌغَس هدوَع هوبى ّبی حبصل اص ًيشٍّب دٍ سيستن هَقؼی هؼبدل يکذيگشًذ کِ هدوَع ًيشٍّب ثب ّن ثشاثش ثبشٌذ ٍ ّن

 . دس يک ًقغِ ثب ّن ثشاثش ثبشٌذ 

FFF  سيستن ,,                                                                






OO MM

FF




             

 سيستن 
FFF ,,   

ZZYYXX FFFFFF  ,, 

ZZYYXX MMMMMM  ,, 
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سيستن نيروهاي هن ارز  
ٍ هقذاس ثشآيٌذ آى ّب ٍ ّويٌغَس هوبى ّبی آًْب حَل  کٌٌذاگش دٍ سيستن ثب ًيشٍّبی هختلف ثش يک خسن سخت اثش 

.  يک ًقغِ ثشاثش ثبشٌذ ثب ّن دس آى سيستن ّن اسص خَاٌّذ ثَد 

    


 





oo MM

RR




 

 
يک سشی  ثشایٍلی آى سا ًوی تَاى . ّن اسص ثش سٍی يک خسن سخت حتوبً هؼبدل خَاٌّذ ثَد  دس حقيقت دٍ سيستن

يؼٌی ايٌکِ اگش ثدبی يک خسن سخت يک سشی اص اخسبم ثبشٌذ ٍ ثشآيٌذ ًيشٍّبی . سيستن خشم ّب يب رسات ثسظ داد 

سيستن ًيشٍ سا هی تَاى ّن اسص ًبهيذ اػوبل شذُ سٍی آًْب ثشاثش ثبشذ ٍ ّويٌغَس هوبًْبی آًْب حَل يک ًقغِ ، آى دٍ 

.   ٍلی ًوی تَاى هؼبدل ًبهيذ 

            .صيشا اثش ًيشٍّب ثشٍی اخسبم ثب ّن هتفبٍت هی ثبشذ ّن اسص هی ثبشٌذ ٍلی هؼبدل ّن ًوی ثبشٌذ ،  ّب سيستن
                                                           

                              

                                                                                                                                      
تثذيل يک سيستن نيرو ته حذاقل هوکنه 

 

.  کَپل تجذيل کشد  ک سيستن ًيشٍ سا هی تَاى ثِ يک سيستن ًيشٍ قجلاً ًشبى دادُ شذ کِ ی

اهب فقظ دس حبلات ) تٌْب ثِ يک سيستن ًيشٍ تجذيل کشد   هی تَاى يک سيستن سا چگًَِحبل ًشبى خَاّين داد کِ 

 ( ريل 
 

 از يک نقطه عثور هی کننذ  نيروها.                                           

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 









oo MM

RR



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  نيروها در يک صفحه قرار دارنذ . 
 

                                                                      R

M
d o

            321 FFFR


                

FFFR

FrFrFrMo






                                                                                                      

                                                                                                                                                          

    
oxy MRyRx                                                                                                                                          













oo

yy

xx

MM

FR

FR

 

   انذنيروها هوازي 
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




















R
zy

R
xy

z
R
z

R
z

R
xyx

R
x

R
oyy

MRx

MRz
MM

kMiMjR)kzix(MM

MRrFRR




 
ًوی تَاى آى  کشد اهب يگضييهی تَاى ثب يک سيستن ًيشٍ هوبى خبسا سيستن ًيشٍّب , دس حبلت کلی دس فضبی سِ ثؼذی 

 . تجذيل کشدسٍّب يک سيستن  ًی ٍ ثِسا ثِ حذاقل سسبًذ 
 

        دس تيش هقبثل ثذست آٍسيذ :هثال
        

کَپل  ثصَست ًيشٍ  Aسيستن هؼبدل ًيشٍّبی هقبثل دس ًقغِ ( الف 

کَپل   ثصَست ًيشٍ  Bسيستن هؼبدل ًيشٍّبی هقبثل دس ًقغِ( ة 

 سيستن هؼبدل ثصَست يک ًيشٍ آًْب ( ج 

 

         

 

 
 

 
 



37 
 

mmدس صفحِ  :هثال 126   ٍ ٍهقبثل کِ تحت اثش چْبس ًيشٍ قشاس گشفتِ است هغلَثست ثشآيٌذ توبم چْبس ًيش

      20     .هحل اثش آى 

                                      
 

).(13.212

)4545(5060
)(7.442040

/

mNkM

jSiniCosiFrM

NRjiR

C

CBC












                             

 
 

                                   ACتقبعغ ثب خظ

                                                                                                  

mx

kxk

jixM C

61.10
2013.212

20










                                                                                                                                                                                                                                  

 
                                                                                                                                                          

             CD تقبعغ ثب خظ                          
 
    

  

my

kyk

iiyMC

30.5
4013.212

40










 

 

 

. 
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  . Aهغلَثست سيستن هؼبدل ًيشٍ دس ًقغِ : هثال

 
                           

 
kjM

jkjikjkiM

kkiiR

R

A

R

A






128.30
2.191250)120(16.01.0)250(2.0

250250120120







 

 

.  هغلَثست ثشآيٌذ ًيشٍّبی هقبثل ٍ سيستن هؼبدل ثصَست ٍاحذ ٍ هحل اثش آى : هثال

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                     

 
 

 



39 
 

 

 
 

ثِ صَست ًيشٍی ٍاحذ ٍ هغلَثست  (MAT )هغلَثست ًيشٍی هؼبدل چْبس ًيشٍی ٍاسدُ ثش فًَذاسيَى گستشدُ : هثال

 . هحل اثش آى 

 
 Dسيستن ًيشٍی هؼبدل دس ًقغِ 

 

)(66.25001280
)(25001000

50050012801000

)200(4)120(54)80(5
)(50010020012080

mxx
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izkxkiM

jijkijkM

kNjjjjjR
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D
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










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دس هثبل قجلی هغلَثست کوتشيي ًيشٍيی کِ ثِ ػٌَاى ًيشٍی اضبفِ هی تَاًذ ثش سيستن گستشدُ ٍاسد گشدد کِ : هثال

.  ثشآيٌذ چٌذ ًيشٍ اص ثشآيٌذ پٌح ًيشٍ اص هشکض آى صاٍيِ ثگزسد ، ّوچٌيي هغلَثست هحل اثش آى ًيشٍ 
                                              ( x =? ,  z = ? )      P=?          

                                       
Rًيشٍی اضبفِ ثبشذ ثشای آًکِ هحل ثشآيٌذ پٌح ًيشٍ دس هشکض صاٍيِ ثبشذ ، خَاّين داشت  Pاگش 

OM


 
                                                                                                                                                  

  

)(100
5.2

250)(5.2
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280280
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0)200400240160()250500300200(
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jkijkiFrM R
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





















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                                                 P = 140   kNثٌبثشايي حذاقل ًيشٍی ٍاسدُ هی ثبيذ  
 

  








)(2280140
)(786.1250140

mxx

mzz
 P = 140   kN                    تاثل قجَل اسق   

 
.    Aاص ًقغِ     AD  ٍ0.714  mسٍی لجِ 

قبثل قجَل ًيست  








)(8.2280100
)(5.2250100

mxx

mzz
                         

 

 

 

ثصَست  سا  يستن هؼبدلثذست ثيبٍسيذ ٍ سپس س Oدس سيستن ًيشٍّبی صيش اثتذا سيستن هؼبدل آًْب سا دس ًقغِ : هثال

 . ثذست ثيبٍسيذ  wrenchآچبس يب 
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)
22

()
22

(

2
2222

kji
Pa

k
P

i
P

kak
P

i
P

jaM

iPk
P

i
P

j
P

i
P

R

R

O













  

  O سيستن کَپل ٍ ًيشٍ دس
 

22
2

22

)(
2

2
.

1

1

a

P

Pa

R

M
p

Pa

p

kji
Pa

iP

R

MR
M

R

O












 

. هی ثبشذ  xهحَس آى آچبس هَاصی هحَس 

 :ثذست آٍسد   yzحبل هی ثبيستی کِ ًقغِ ثشخَسد آى هحَس سا ثب صفحِ  
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























2
2

2

2
2

2

22
2

2)(
2

)(
2

1

a
zzP

Pa

a
yyP

Pa

jzPkyPi
Pa

iPkzjyi
Pa

kji
Pa

RrMM H

R

O







 

 
  . تقبعغ پيذا کٌذ  yzثب صفحِ   y = z = a/2ثبيستی دس ًقغِ   (wrench)پس هحَس آچبس 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



43 
 

   :هثال
 

  Oسيستن ًيشٍی هؼبدل دس ًقغِ ( الف :   هغلَثست 

  ( wrench )سيستن ًيشٍی آچبسی  ( ة                   

                                                    

kiRR
R

M
M

kiR

m
R

M
ppitch

mNM

kjki

R

MR
M

Cos

Cos

Cos

NR

mNkjM

NkiR

jjk

kiikjM

NkiR

R

O

yy

zz

xx

R

O

R

O

















6.2505.0

50100

)(05.0
8.111

59.5
).(59.5

8.111
)5.12(50

8.111
)6.1225(.)50100(.

__________________________________________________
900

4.63
8.111

50

4.153
8.111

100
)(8.11150100

).(5.1225
)(50100

10155.12

)50()2.0()100()15.0125.0(
)(50100

1
1

1

1

22










































 

.  هشخص شَد  yzهی ثبيستی تقبعغ آى ثب صفحِ . هی ثبشذ  xzهحَس آچبس هَاصی ثب صفحِ 

 

)(25.010025
)(1.05500

5.25100501005.1225
5.25)50100()(5.1225

,1

mzz

myy

kijziykykj

kikikzjykj

kzjyrMRrM D

R

O

















 

 

 

 

( ة

( الف
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فصل چْارم 

 تعادل اجسام صلب
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 :تعادل جسن در صفحِ دٍ بعذي

 
0,00   yx FFF


 جلَگيري از حركت اًتقالي         

  0,0,0 zyx MMM       جلَگيري از حركت دٍراًي 
 

 :شرايط تنيِ گاُ ّاي دٍ بعذي

  
  .ظ ّستٌذي كِ داراي يك عكس العول در جْت هطخيتكيِ گاّْا (1
 .كاتل تٌْا ًيرٍي كططي را تحول هي كٌذ 

 

 

 

 

 

 
 
 

 
 
 
 

مرُ غلطاى    (Rocker)هقاطع هخرٍطي      (Rocker)غلطاى   هيلِ رٍي سطح بذٍى اصطناك 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

   (short link)بست مَتاُ               (short cable) مابل مَتاُ                                               

 
 

 

 

 

 

 
 

طَقِ رٍي هيلِ صيقلي           پيي در شناف صيقلي                                                                                                                    
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 

 

عول ٍ جْت ًاهطخع يا داراي يك عكس ال)تكيِ گاّْايي كِ داراي دٍ عكس العول در جْت هطخع تاضٌذ ( 2

 .(تاضٌذ

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

سطح با اصطناك                                   سادُ گاُ پيي يا هفصل يا تنيِ                                                           اًذ  دٍ هجَْلداراي 

 
 .تكيِ گاّْايي كِ داراي سِ عكس العول هي تاضٌذ( 3

 
 

 

 

 

 

               
     گاُ ثابت تنيِ                                                              ازايجاددٍراى جلَگيري هينٌٌذ                

 

 :تعادل يل جسن صلب دٍ بعذي
 

 

تعادل جسن زير را تررسي هي كٌين  :هثال

 
 

 
                 دياگرام آزاد جسن                  
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0,0,0   Ayx MFF 

 
 

0)()()()(0

00

00















cbaDdPxbaQaPyM

BQAPyF

PxA

AxPxF

yA

yyy

x

x

  

  

0,0,0   ُهي تَاًستين تِ جاي استفادُ از راتط   Ayx MFF  ِرٍاتط  از هجوَع

0,0,0   Byx MFF    0,0,0يا از   ABx MMF   استفادُ كٌين .

 

 
 :عنس العول ّاي ًاهعيي

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

                                        1               )                                            2 )

 
( سِ هعادل ٍ سِ هجَْل) هعيي   پايذار  سازُ (1

( هجَْل چْارسِ هعادل ٍ ( )يك درجِ)   ًاهعيي  پايذار  سازُ (2

 
 
 
 

 

 

 

 

 
( سِ هعادل ٍ چْار هجَْل( )درجِ يل)   ًاهعيي  پايذار  سازُ                                                  

 
 
 

 

P 

P 

Q 

C 

Ay 

Ax Cx 

Cy 
  

Cy Ay 

Ax Cx 

 

P 

P 

Q 

C 

Ay 

Ax Cx 

Cy Cy Ay 

Ax B 
A 
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 (سِ هعادل ٍ پٌج هجَْل( )دٍ درجِ)   ًاهعيي  پايذار  سازُ                                          

 

: سازُ ًاپايذار
تذليل   ًحَُ (يك يا چٌذ جْت اغلة تِ سازُ ّايي گفتِ هي ضَد كِ ًوي تَاًٌذ از حركت اًتقالي يا دٍراًي جسن در 

خط اثر ًيرٍّا از در اغلة ايي سازُ ّا ٌّگام هحاسثِ ي گطتاٍر ًيرٍّا،. جلَگيري كٌٌذ) قرارگرفتي تكيِ گاُ درآًْا

   .ًوي ضَد غفريك ًقطِ عثَر كردُ ٍ در ًتيجِ لٌگر 
 

 .CDٍ ًيرٍي كططي در كاتل  Bهطلَب است عكس العول در تكيِ گاُ  :هثال

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  03525.0201.00 TCosPCosMB  

     0201.025.00 CosPBM XD  

  NBX 3.150  
 
 

: يا راُ آساًتر.را تذست آٍرد C yBهي تَاى تا لٌگر گرفتي ًسثت تِ ًقطِ 

 
  035sin0 TBpF yy  

  NBY 505  
 

P 

 

 

 

B 

D 

C 250mm 

100mm 

250mm 

A 
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 .AEش كاتل در ٍ كص C,Bالعول  عكسهطلَب است  :هثال
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
       P=30دياگرام آزاد ضكل          

 

  0XF 
)(3006060 KNTTCosPCos  

 
  0BM 

 
    0430430  SinRTCos C 

)(52 KNRC  
 

  0CM 
 

    0430sin830.  BRCOST 
)(7.103 KNRB 

P=30 N 

AB=BC=CD=4 

A 

D 

C 

B 

E 
 

 

 

RC 

T RB 
Y 

X 
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 دٍ كاتلدر هطلَب است كطص  :هثال

 
 
 :زيرا در قرقرُ دارين. ضص در دٍ طرف كاتل يك اًذازُ استک

 

 
: در ًتيجِ خَاّين داضت

   
 

+    0*6.1100*6.1*2.12.1*500 TTMC
 

 )(250 KNT 
 
 
 

 
 
 

 .Dتاضذ هطلَب است عكس العول ّا در تكيِ گاُ 150kNًيرٍي كطص در كاتل اگر  :هثال
 

A

B
C

D

20 KN 20 KN 20 KN 20 KN

 

  

P=100 KN 

Q=50 KN  

1.6m 

1.2m 

         C 
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A

B
C

D

20 KN 20 KN 20 KN 20 KN

 
  0XF 

0
5
3









 TEX 

   

: در ًتيجِ خَاّين داضت

 KNEX 90 

   0yF 

     KNEyET Y 20005
4204 

  0EM 

     05
3643218.120  TME 

 mKNME .180 

 

 

 تعادل جسن تحت اثر دٍ ًيرٍ

 
. گَيٌذ تعضي از اٍقات يك  جسن اهكاى دارد تحت اثر فقط دٍ ًيرٍ قرار گيرد، درا يي حالت تِ آى جسن دٍ ًيرٍيي هي

. ي در يك راستا ٍ هخالف جْت يكذيگر تاضٌذتايست در ايي حالت دٍ ًيرٍ هي
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6`` 

4`` 

B 

C 
D 

200lb  

200lb  15`` 

16`` 

A
 

A 
 

E 
E A 

B 

C 

D 

Ey 
Ay 

 
 

. تٌاترايي دٍ ًيرٍ تايذ در يك راستا ٍ تا ّن تراتر تاضٌذ

    MF , 

 

 تعادل جسن تحت اثر سِ ًيرٍ

 
گَيٌذ در  در تعضي از هَاقع يك جسن اهكاى دارد تحت اثر سِ ًيرٍ قرار گيرد در ايي حالت تِ آى جسن سِ ًيرٍيي هي

. تايستي از يك ًقطِ عثَر كٌٌذ ٍ يا تا ّن هَازي تاضٌذ ايي حالت سِ ًيرٍ هي

 

   0,0 MF 
تا استفادُ از قاًَى سيٌَس ّا هي  .تا جسن در تعادل تاضذ اگر ًيرٍّا تا ّن هَازي ًثاضٌذ تايذ سِ ًيرٍ ّورس تاضٌذ

 .تَاى هقادير هحػَل را تذست آٍرد
 

  A   ٍE هطلَب است عكس العول تكيِ گاُ در : هثال
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: تِ آساًي دارين Gتا گطتاٍر گرفتي ًسثت تِ 

)(100 NEA yy  

 
. ّورسٌذ Hيي سِ ًيرٍ در تراتر غفر ٍ ا P.A .Eترايٌذ سِ ًيرٍي 

 

 :دارين
GT

GE

E

E

Y

X  

 

: تعادل سِ بعذي

      ZyX FFFF ,, 

    ZyX MMMM ,, 

 

 

 تنيِ گاّْاي سِ بعذي

 
 :تكيِ گاّْايي تا يك عكس العول (1

 
 

 تكيِ گْْاي تا دٍ عكس العول (2

 
تكيِ گاّْاي تا سِ عكس العول  (3

 
ر عكس العول تكيِ گاّْاي داراي چْا (4
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تكيِ گاّْاي تا ضص عكس العول  (5

 
تيكِ گاُ ياتاقاى  (6
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 BD  ٍBEٍ ًيرٍّاي كطص در كاتل ّاي  Aهطلَب است عكس العول تكيِ گاُ  :هثال

x

z

اسه  ک
ساچمه

هعادلات 

  0XF   0yF   0ZF 

  0XM  oyM   0ZM 
 
: xyى ًسثت تِ غفحِ رتقا

0XA 

BEBD TT  













 


h

kji
TTT BDBDBDBD

676
 

: ٍ دارين













 


h

kji
TTT BEBEBEBE

676
 

    0664.80 
h

T

h

T
AF BDBE

XX 

     0770
h

T

h

T
AF BEBD

yy 

  00 iiA FrM 

        0774.810  BEBD TJTjij 
 

 :ٍ دارين
 

 

 ZM 

      07
11
47

11
44.810  AEAD TT 

https://iranarze.ir/es2062
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)(11 KNTT AEAD  
 )(6.3 KNAX 

 )(14 kNAy
 
 

. هطلَب است تعييي عكس العول ّا 100kgجرم :هثال

 6تعذاد هعادلات هجَْل 
 5ت تعذاد هجَْلا

 
         

  00 XX BF 

  00 YBFy 

09813000  CDZZz TBAF 

       01981220 zCDox BTM 

  0oyM 

        0335.19815.1300200  zz BA   

 

 NAz 790 

 NBz 219 
NTCD 707 

 :ايجاد لٌگر كٌذ دارين     zاز آًجايي كِ ًيرٍيي ٍجَد ًذارد كِ حَل هحَر    

  0OZM 
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 :هطلَب است ًيرٍي كططي در كاتل: هثال
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

  0AOM 
 

  0.  iiOA Fr 





















krTr OEBCOBOA 981. 

jirOA  

jrOB  













 


7.0
6.03.02.0 kji

TTT BCACBC 

 

2
ji

OA

OA
OA


 

 NTBC 572 













 


7.0
6.03.02.0572 kji

TBD 

 

 جْت ايجاد تعادل Pهطلَب است عكس العول تكيِ گاّْا ٍ ًيرٍي  :هثال

 

A 

100Kg 

0.50m 

Z 

Y X 

E 

1m 

0.50m 

0. 2m C 

B              

0.6m 

0.3m 
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  0F 

0800  jPjKBjBKAjAiA ZyZyX 

 
: از طرفي دارين

  060sin2.0800 pMX
 

 Np 462 
: دارين( 1)حل از راتطِ 








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0
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        jjkjiKBjBjjkiM ZyA 046260sin2.060cos2.08.05.08001.025.00 




















 

  005.00 22 BBM y
 

   NBBM yyZ 113904628.05.020  
0 ZA 

 NAy 123 
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پٌجن فصل 

هركسّبي  , ًيرٍّبي گستردُ

ٌّذسي ٍ هركسّبي گراًي 
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: ّب ٍ هركس سطَح  لهركس ثق 
: هركس ثقل سطَح 

يه ًيزٍي  هي تَاًين تػَرت هثلا در فػل ّاي لثلي گفتين وِ ٍسى يه جسن را وِ ًيزٍيي است وِ تز آى جسن ٍارد هي ضَد

ولا تػَرت تار گستزدُ اي است وِ تز آى جسن ٍارد هي ضَد، ٍلي هي تَاى تِ جاي آًْا اس ايي ًيزٍ . تٌْا در يه ًمغِ لزار دّين

. دّينسيستن ًيزٍي هؼادل استفادُ وزد ٍ توام آى ٍ يا تزآيٌذ آًْا را در يه ًمغِ وِ تِ آى ًمغِ هزوش ثمل هي ًاهين لزار 
 

  
 

                                                                                  X,Y,Zهختصبت هركس ثقل جسن دٍ بعذي ًسبت بِ دستگبُ 
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
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
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
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  ),(, YXYXG 
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 :خغَط هزاوش سغَح ٍ 
: ًَضتتاضذ هي تَاى ( ّوگي ) يىساى داراي ضخاهت يىٌَاخت ٍ جٌس ّوَصًيس ٍ يا  ٌّگاهيىِ جسوي در يه غفحِ  

  
 =         ٍزى هخصَصt  =          ضخبهتA  =هسبحت                AtW  .. 

 

A

ydA

W

ydw
Y

A

xdA

W

xdw
X

ydAttdAyydw

xdAttdAxxdw

dAA

dAtAtdwW





 

 



  













..

..

...







 

 

 

                       X,Y,Z هركس سطح يك جسن دٍ بعذي ًسبت بِ دستگبُ هختصبت

 

ر يه جسوي دٍ تؼذي داراي ضخاهتي يىٌَاخت ٍ جٌس ّوگٌي تاضذ، ًمغِ هزوش سغح تا ًمغِ هزوش ثمل در يه ًمغِ پس اي

. لزار هي گيزد

هي ًاهٌذ                      yًسثت تِ هحَر  Aگطتاٍر هساحت    

                                       هي ًاهٌذ  xًسثت تِ هحَر  Aگطتاٍر هساحت    

                                                                              
 

 

                   

                                                         

  ),(, YXYXC 

 xdA

 ydA
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L

ydL
Y

L

xdL
X


 ,

 :براي يك هفتَل يب سين 

                          
                                                            

 
 =        ٍزى هخصَصa  =        هسبحت سطح هقطع سينL  =طَل                  LaW  . 

 
 
 

     
 

: هحَرّبي تقبرى 

 
: تمارى تا يه هحَر

   

 
                                             

تمارى ًسثت تِ يه ًمغِ 
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   تمارى تا دٍ هحَر

 
 

 هزوش سغح اضىال ػوَهي

 

 

 
 

 

: سطَح ٍ خطَط هختلط 
در . ٍد هاًٌذ دايزُ ٍ هستغيل ٍ يا هثلثخيلي اس هَارد يه جسن دٍ تؼذي ٍ يا يه خظ اس چٌذيي همغغ هختلظ تطىيل هي ش در

ايٌگًَِ هَارد هي تَاى آى سغح را تِ اضىال هٌتظن ٌّذسي تمسين وزد ٍ اس رٍاتظ گذضتِ استفادُ وزد ٍ هزوش سغح را تذست 

. آٍرد

                                                                                                        
                              1Cهزوش سغح لسوت يه                                                                                                                       

  2Cهزوش سغح لسوت دٍ                                                                                                                        

     3Cهزوش سغح لسوت سِ                                                                                                                     

 3Cهزوش سغح لسوت چْار
 

   



r2

1X

4X

3X

1Y
3Y

4Y



r2
3

4a
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A

dAy
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




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




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



44332211

44332211

4321

 

 
 .هختػات هزوش سغح ضىل سيز ا تذست آٍريذ :هثبل

 
  

 
 

 

 
 

 

   iAY  iAX     iY              iX   2mm     A                       
ػلاهت        

لسوت     

1,536,000 1,152,000    80              60 120160=19.200      +     1 
431,970 553,707    110 

140
3

)50(40120 


 3927
2

)50.( 2


  

     + 2       

-72,000 -288,000     20               80 
3600

2
160120


  

     _ 3       

-276,430 -344,281     110 
137

3
)40(4120 


 2513

2
)40.( 2


  

     _ 4       

ل ن        17140                1,073,426 1,614,540



65 
 

 

)(5.94
17140

1619540

)(6.62
17140

1073426

mm
A

Ay
Y

mm
A

Ax
X

i

i

i

i











 

 

 

 
 

 

 

 

: بذست آٍردى هركس سطح بِ رٍش اًتگرال گيري 

A

ydA
Y

A

xdA
X


 ,  

تزاي سغَحي وِ اضىال هٌتظن ٌّذسي ًذاضتِ تاضٌذ ٍ اس اضىال ًا هٌتظن ٍ يا اضىالي وِ اعزاف آى ّا سغح اس هٌحٌي ّاي 

 :وزد ٍ هزوش سغح را تذست آٍرد هختلف است ، تطىيل ضذُ تاضٌذ ، هي تَاى اس رٍش اًتگزال گيزي استفادُ 

   

  

    
 

elX

elY



66 
 

 

                         :( سوت راست )  1هزوش سغح ريواى تزاي ضىل 

2
, y
YxX

elel
  

( : سوت چپ ) 2هزوش سغح ريواى تزاي ضىل 

yY
xa

X
elel



 ,

2
 

( : سوت راست ) 1هساحت ريواى تزاي ضىل 

ydxdA   
 

:  (سوت چپ ) 2هساحت ريواى تزاي ضىل 

dyxadA )(  
 

 

    
 







drrdrdA

r
Y

r
X

el

el

2

2
1)(

2
1

sin
3
2

cos
3
2







 

 
 

                                                                                      
                                                                                      

 

: y گشتبٍر اٍليِ ًسبت هحَر 

dAXXAM ely :  
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: x گشتبٍر اٍليِ ًسبت هحَر 

dAYYAM elx :  
را تز  dAجايگشيي وزدُ ٍ  X  ٍYرا تز حسة  elX ٍelYتزاي تذست آٍردى هزوش سغح اس فزهَل فَق استفادُ هي وٌين ٍ تايذ 

. را تِ دست  آٍرين   X ٍYهحاسثِ وٌين ، سپس X  ٍYحسة 

: تزاي ضىل سيز دارين 
 

 
 

       














b

a

xf

dxdyxdxdyxxdydxxdA

)(

0
 

 
 

 : گلذيٌيَس -پبپيَس تئَري 
 

 :تئَري اٍل 
وِ هزوش سغح آى هٌحٌي هي پيوايذ ، تا  آى سغح تِ  سغح يه هٌحٌي دٍراًي تزاتز است تا عَل آى هٌحٌي ضزب در فاغلِ اي

 .ٍجَد آيذ 
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 

LYA

LYydL

ydLA

dLydA

..2

..2

..2


















 

  :تئَري دٍم 

حجن جسوي وِ اس دٍراى يه هٌحٌي حَل يه هحَر تذست هي آيذ تزاتز است تا سغح همغغ آى جسن ضزب در فاغلِ اي وِ 

. هزوش سغح آى هٌحٌي ٌّگام دٍراى هي پيوايذ 
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













AYVAYydA

ydAV

ydAdv

dvV

.2

.2
.2






 

هحَرّاي هزوش سغح وِ تيي خظ هستمين : هغلَب است  :هثبل
3

2y
x   سْوي ٍyx 42  لزار گزفتِ اًذ ( ضىلa . ) اس

اًتگزال سادُ تا استفادُ اس الواى ( 3)اًتگزال سادُ تا استفادُ اس الواى ديفزاًسيل سغح افمي، ( 2)اًتگزال دٍگاًِ،( 1)رٍضْاي 

 . (تز اساس ايٌچ x  ٍy) ديفزاًسيل سغح ػوَدي، استفادُ وٌيذ 
 

 
 

: حل 

:  اًتگزال دٍگاًِ   لسوت اٍل  
را   dA اًتگزال تگيزين  yيا  x  تز اساس ايٌىِ تخَاّين ًسثت تِ . ًطاى دادُ ضذُ است bالواى ديفزاًسيل سغح دٍگاًِ در ضىل 

: اًتگزال هي گيزين، هساحت تزاتز است تا  yپس اتتذا ًسثت تِ .ًَضت  dy.dxيا  dx.dyهي تَاى تِ غَرت 
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: تزاتز است تا  yاٍليي لحظِ سغح تزاي هحَر   

).(279
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: تزاتز است تا  xاٍليي لحظِ سغح تزاي هحَر   

 

).(4.32
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9
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1 3
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: تٌاتزايي هحَرّاي هزوش سغح تزاتز است تا 

).(6.3
9

4.32

.)(3
9
27

in
A

Q
Y

in
A

Q
X

x

y





 

: اًتگزال هي گزفتين ، آًگاُ داضتين  xدا ًسثت تِ اگز اتت
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dydxdAA
y

y
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. تَجِ دارين وِ ايي اًتگزالْا هؼادل اًتگزالْاي لثلي است

: اًتگزال سادُ تا استفادُ اس الواى ديفزاًسيل سغح افمي   -لسوت دٍم 
: هطخع ضذُ اًذ پس تزاي هحاسثِ هساحت دارين  c  ،dA  ٍelXدر ضىل 
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: تزاتز است تا  yاٍليي لحظِ سغح تزاي هحَر   
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: تزاتز است تا  xاٍليي لحظِ سغح تزاي هحَر   
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).(4.32
3

22 3
9
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2
2
3
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yQx 













   

تزاتز ّواى همذارّاي حساب ضذُ در لسوت اٍل اًذ ، تٌاتزايي هحَرّاي هزوش سغح ًيش ّواى  A  ،xQ  ٍyQتَجِ ضَد وِ 

. است

 

 

: ا استفادُ اس الواى ديفزاًسيل سغح ػوَدي اًتگزال سادُ ب -لسوت سَم 
: پس تزاي هحاسثِ هساحت دارين .هطخع ضذُ اًذ  d، dA  ٍelY در ضىل 
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: دارين dتا استفادُ اس اعلاػات هَجَد در ضىل 
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:  تزاتز است تا yتٌاتزايي اٍليي لحظِ تزاي هحَر 
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 X ٍYهي تاضٌذ، تٌاتزايي  2ٍ  1در لسوت تالا ّواى هماديز تذست آهذُ در لسوت ّاي  A ،xQ  ٍyQهماديز تذست آهذُ 

   .ّستٌذ  هماديز ًيش ّواى
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   :         هغلَتست هزوش سغح ضىل هماتل :هثبل
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  هزوش ثمل جسن رٍتزٍ را تذست تياٍريذ :هثبل
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: تَزيع ًيرٍ رٍي هيلِ ّب

 
فزؼ هي وٌين هػالح رٍي يه جسن هغاتك ضىل هماتل  .هَجَد رٍي تيزّا ًيش هي تاضذ ًيزٍ ّاي وارتزد هزوش سغح تزاي هسائل

  .تَسظ ضىل هماتل هي تَاى تَسيغ تار تز حسة ٍسى تز ٍاحذ عَل تيز را ًطاى داد. تاضذ 
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 هزوش فطار Cًمغِ 
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: دّين سيز ٍارد هي ضَد هزاحل سيز را اًجام هي  سذ ًوايص دادُ ضذُ در ABآب وِ تز تخص تزاي هحاسثِ ًيزٍي تزآيٌذ اس عزف 
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 ًيزٍي تزآيٌذ ٍارد ضذُ اس عزف آب تز سغح هٌحٌي

 

                            
 

 

                                         
         

 
 

 
 
 

 .را جذا هي وٌين ABDحجن هايغ 
 

 

 

 

 

 
 

: غَرت هؤلفِ ّاي افمي ٍ ػوَدي درًظز هي گيزينرا ب( Rيؼٌي )   ABٍ تزآيٌذ ًيزٍّاي ٍارد تز سغح 
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     Wهزتَط تِ حجن هايغ جذا ضذُ           

 

   ADتزآيٌذ ًيزٍّاي خارجي ٍارد تز سغح     

  

BD تزآيٌذ ًيزٍّاي خارجي ٍارد تز سغح  2R  هؤلفِ افمي

 

( هٌحٌي، لسوت پاييي تزآيٌذ ًيزٍي ٍارد تز سغح) RR(ًيزٍي ٍارد تز سغح هٌحٌي، لسوت تالا )

 

دٍ حالت ًوايص دادُ ضذُ هؼادل ّن ّستٌذ، اها اًتگزال گيزي در حالت سوت راست دضَار است سيزا ّن فطار ٍ  ، در ضىل سيز

. رًظز تگيزين دچار هطىل ًخَاّين ضذرا تػَرت سوت چپ د ABCّن ارتفاع تغييز هي وٌذ، درغَرتيىِ اگز لسوت 

 
 

 

 

ftftدرب  :هثبل 33   در پائيي ديَار تتٌي لزار گزفتِ است؛

  .همذار ٍ هحل تزآيٌذ ًيزٍّاي ٍارد تز درب را هؼيي وٌيذ (الف

 هؤلفِ ّاي ػوَدي
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ػىس الؼول ّا را .  است ضذُتِ سهيي لَلا  Aهتز است در ًمغِ  2وِ اس ٍرق ساختِ ضذُ ٍ داراي ػزؼ  ABCDدريچِ  :هثبل
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. ًيزٍيي وِ تَسظ آب تز ديَار اػوال هي ضَد هساٍي ٍ در خلاف جْت ًيزٍيي است وِ در تالا تؼييي ضذ          
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فصل ششن 

 ّا تحليل سازُ
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  هقدهِ
حال تؼادل .دسايي هسائل توام ًيشٍّا خاسجي تَدًذ. دس فصلْاي لثل،هسائل تؼادل اجسام يه جسن صلة تٌْا سا تشسسي وشدين

س ساصُ، تلىِ ًيشٍّاي دسايي حالت،ًِ تٌْاًيشٍّاي خاسجي ٍاسد ب.ساصُ ّايي سا تشسسي هي وٌين وِ اصچٌذ لسوت تطىيل ضذُ اًذ

  .هي ياتين،صُ تِ ػٌَاى ًيشٍّاي داخلي اًذتيي لسوت ّاي هختلف آى سا،وِ تشاي ول سا

  :دس ايي فصل سِ گشٍُ هْن اص ساصُ ّاي هٌْذسي سا تشسسي هي وٌين

  خرپاّا

 . ساوي اًذ اً   ساصُ ّاي هميذ واهل اًذ وِ تشاي تحول تاس تِ واس هي سًٍذ ٍ هؼوَل(1

ػضَي وِ دٍ ،يؼٌي،ًيشٍيي اًذ دٍلزا ػضَّاي خشپا . ضَ ّاي هستميوي ساختِ ضذُ اًذ وِ دس دٍ اًتْا تِ ّن هفصل ضذُ اًذاص ع(2

  (تصَست وططي يا فطاسي است) .ًيشٍي تشاتش ٍ ًاّوسَ دس اهتذاد آى اثش هي وٌٌذ

  .گيشًذ ًيشٍّا دس هفصل لشاس هي( 3

   . ضَد ًماط هطتشن هفصل فشض هي( 4

  .گشدد ّا ٍاسد هي ضَد وِ دس هفصل ّا ّن فشض هي صىٍ( 5

 س گطتاٍس د) .توام ػضَّاي خشپا دس گشُ ّا تِ يىذيگش لَلا هي ضًَذ يؼٌي هي تَاًٌذ دٍساى وٌٌذ( 6

 

 

 

 

 .(ٍددس ًظش گشفتِ ًوي ش
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  قاب ّا

  .ا ساوي اًذ   ساصُ ّاي هميذ واهل اًذ وِ تشاي تحول تاس تِ واس هي سًٍذ ٍ هؼوَل(1

ػضَي وِ سِ يا تؼذاد تيطتشي ًيشٍ،وِ هؼوَلا دس اهتذاد ػضَ ّستٌذ، يؼٌي،  چٌذ ًيشٍيييه ػضَ  حذالل ضاهللاب ّا ّوَاسُ (2

  .تش آى اثش هي وٌٌذ ًيستٌذ،

ٍظيفِ لاب اًتمال ًيشٍ تِ تىيِ گاُ ّا هي تاضذ( 3

 

 

  هاشيي ّا

  .ساصُ ّايي ّستٌذ وِ داساي لغؼات هتحشن اًذ(1

  .اي اًتمال ٍ تثذيل ًيشٍ ّا تِ واس هي سًٍذتش(2

  .ّستٌذچٌذ ًيشٍيي يه ػضَ  حذاللُ ضاهل هاضيي ّا هاًٌذ لاب ّا، ّوَاس(3

  .ٍظيفِ آى ّا اًتمال ًيشٍ يا تثذيل ًيشٍست(4

 

W2W1

D E F 

B 

A 

C
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C 

 (اتصالات)ّا  با رٍش هفصل تحليل خرپا

 (ّا تشاي تؼييي ٍاوٌص دس تىيِ گاُ)تشسين ًوَداس آصاد جسن خشپا(1

اًتخاب هفصل اٍل يىتا ًيست،تا تؼييي ٍاوٌص دس تىيِ گاُ ّاي خشپا ّش يه اص دٍ هفصل ساتِ ػٌَاى ًمغِ )اًتخاب هفصل اٍل(2

 (. ضشٍع تحليل هيتَاى اًتخاب وشد

 .تشسين ًوَداس آصاد هفصلي وِ فمظ دٍ ػضَ سا تِ ّن هتصل وشدُ است( 3

 .ا دس دٍ ػضَ اتصالي هجَْلٌذتشسين ًوَداس آصاد هفصلي وِ فمظ ًيشٍُ( ( 4

 .تىشاس ايي سٍش تا ًيشٍّا دستوام ػضَّاي خشپا تؼييي ضًَذ(5

 

 :هثال
ت وطص است يا تا استفادُ اص سٍش هفصل ّا،ًيشٍ دسّشيه اص ػضَّاي خشپاي ًطاى دادُ ضذُ سا تؼييي وٌيذ ٍتگَييذّشػضَتح

؟  ؟                                                فطاس
فطاسي:ميسٍداسيى دًٍَعپادسخش:ًىتِ  compressionوططييا tension وِ تِ اختصاستا Cٍ T ٌّگاهي .ميهي دُ ًطاى 

فطاسي گشُ سٍد وِ ًيشٍداخل C  .است( T)ص گشُ خاسج ضَد وططي است ٌٍّگاهي وِ ًيشٍ ا 
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D
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+        ∑F x=0              AX=0       
-P× a+ B y×2a=0            B y =             ∑MA=0

F y=0           Ay= ∑

: خَاّين داضت Aدس دياگشام جسن آصاد 

 
 

 

 
 .دس صفحِ است  سؤال م چَىيدٍ هؼادلِ داس

       ∑F y=0      
=0                     FAC = -    

 
   

 
 +FAC

FX=0∑     
T)

  
F A D   =    = 0 F A D FAC  

 
. تحت وطص است    cػضَ

    0 FAC

 .ضَد ى ضشٍعيّاي هغ گشُ اص ديتا تحليل روش است لاصم تِ

 :تميِ ضىل

 

 

FAC 

FAD 
A x 

y 

 

  

C 

A 

B 

D 

C 
FAC 

FAD 

+P BY 

  

(C) 
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: Dدياگشام آصاد جسن 

  ∑F =0 

∑ FX =0

  FBD -  FAD =0                                    
 

 (T) P      FCD= FY=0  ∑     

: Cدياگشام آصاد جسن 

 
 

 

           

   ∑FC=0 

    +          ∑FX =0             FBC = FAD           

. سا تحليل وٌين لاصم ًيست وِ آى يجَاب ّا هفيذ است ٍل يچه وشدى دسست يتشا(B) لاصم تِ روش است تحليل گشُ

(: یٍ خارج یاز ًظر داخل) هعيي  یخرپا

 وِ داساي تىيِ گاُ سادُ است هميذ واهل ٍهؼيي استاتيىي استّشخشپاي سادُ اي  

است ٍ تؼذاد هجَْلات  2jداسين تؼذاد هؼادلات . تاضذ rٍ تؼذاد ػىس الؼول ّا  mٍ تؼذاد ػضَّا  jخشپا تشاتش  دساگش تؼذاد گشُ ّا

m+r است پس اگش: 

1)n2>  m+r  (دچَى تشخي اص هؼادلِ ّا تشلشاسى)هميذ ًالص 

 

2)  m+r>2n  (چَى تؼضي هجَْلات سا ًوي تَاى تؼييي وشد)ًاهؼيي 

 

3   )   m+r=2n توام هجَْلات سا حل  تؼذاد هؼادلات ٍ هجَْلات تا ّن تشاتشًذ الثتِ ًِ تِ ايي هؼٌي وِ هيتَاى

يذ تشسسي وشد وِ آيا هيتَاى توام ٍاوٌص ّا ًٍيشٍ وشد يا توام هؼادلات تشلشاس هيطًَذ تشاي ايي وِ خشپا هميذ واهل است يا ًالص تا

 .ّا دس توام ػضَ ّا سا تؼييي وشد يا ًِ؛اگش هيتَاى خشپا هميذ واهل ٍهؼيي استاتيىي است
 

2m r j   هؼييًا دسجِ = 

 

 

 

FAD 

FDC

FBD 

x 

y 

FCD=P 

FBC FAC 

C 

   
  

  

  

D 

+P 
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آى ّايي وِ هميذ واهلٌذتش .)يذساصُ ّاي ًطاى دادُ ضذُ سا تش حسة هميذ واهل،هميذ ًالص،هميذ ًادسست عثمِ تٌذي وي :هثال

  (.حسة هؼيي ًٍاهؼيي عثمِ تٌذي وٌيذ

 .دس ًتيجِ ساصُ هميذ ًالص است  2n=20 m+r=19تٌاتشايي   r=3 ،m=16  ،n=10خشپاي سادُ تا 

 .دس ًتيجِ هميذ ٍلي ًاهؼيي است2n=16   r+m=17تٌاتشايي   r = 4 ،m=13  ،n=8خشپاي سادُ تا

 r + m = 16 = 2nتٌاتشايي  r = 3 ،m=13،n=8خشپاي غيشسادُ تا 

 0∑MA=aF1 
. تٌاتشايي ساصُ ليذ ًاهٌاسة است

   r + m = 16= 2nتٌاتشايي r = 4،m = 12،n = 8خشپاي غيش سادُ تا

 

 
 

 
  

p p 

 
  

p p p 

 

ppp

 

p pp 
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: بررسي برای هعيي بَدى

 .حل وشد DEًٍيشٍ دس   E yتِ اصاي Eٍهفصل  EF،FGتِ اصاي ًيشٍّاي دس Fيه تاس هي تَاى هفصل

 

 

 تا ABCDGH ايي سغَح يه خشپاي سادُ

 R = 3 ،m = 9،n = 6  تٌاتشاييr + m = 12 = 2n  ساصُ تِ عَس واهل هميذ ٍهؼيي است .
تا استفادُ اص سٍش هفصل ّا،ًيشٍ دسّشيه اص ػضَّاي خشپاي ًطاى دادُ ضذُ سا تؼييي وٌيذ ٍتگَييذ ّش ػضَ تحت وطص  :هثال

 است يا فطاس؟
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اگشام آصاد جسنيد

 

 

 

 

 

 

 

 :فَق هؼيي است صيشا يخشپا

m=9       r=3      j=6                                     m + r =2J 
  :داسين تماسى دس تاسگزاسيتشاثش 

0    ∑F X 

0D x=

∑ FY=0   
F y    D y=

 
D y +F y = 8                                                    داسين Dدسگشُ 

k N 4 F y D y                     

 (C)  F CF = y D k.N=FA D  =  4  
F D E  = 0

 

 

 

 

D 

E F 

C 

B 

2.5(k.N) 1.5(k.N) 2.5(k.N)

3m

4m 4m 

 
  

 
 
 

 
 

A 

DX 

Dy
FY 

FDE=0

Dy 

D 

FAD 

y 

x 
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داسين Aدس گشُ 

  

   ( T ) kN   FAE = -2.5   0 2.5= + 4  -     FAE  

 kN FAB=2   0   =    FAE  FAB  - 

 :داسين Bدس گشُ 

 

 K N FBE= 1.5 

FAD

FAB 

2.5 kN 

FAE 

y 

A x 

x 

y 

1.5 kN 

FAB 
FBC 

FBE 

 
 

 
 

 
 

 
 

A B 
C 

D 

E 
F 

2.5kN 

1.5kN 2.5 k N 

2 k N 

2.5 k N 

2.5kN

1.5 kN 

2kN 

4kN 2.5kN 

5 
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 :اُ حالات خاص گرُ
گش ػضَ يػضَ د تاضٌذ ساستا ني دس ػضَ دٍ ٍ هفصل ٍاسد ًطَد سٍي خاسجي تِيى ٍ ضًَذ هتصل ّن تِ گشُ دس ػضَ اگشسِ     

  .ًذيگَ ييسٍيصفش ى

هثال 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C 

A 

B 

D 

P 

C 

A 

B 

D 

C 

A B D 

P 
FAB 

FAD 

FAC 

FAB 

FAD 

FAC 

FAD 

FDA 

FAC 

FAC=P 
FDA=FAB 

FAC=0 
FDA=FAB 

FAC=0 
FDA=FAB 

C 

A 

B 

P 

FAB 

FAC 
P 

FAC=P 
FAB=0 

C 

A 

B 

FAB 
FAC 

FAB=0 
FAC=0 
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 .ًطاى دّيذ ػضَّاي صفش ًيشٍي سا: هثال

 

 تحليل خرپا بِ رٍش برش

 (section)   :رٍش قطع يا رٍش برش

تشاي تؼييي ًيشٍّا دس توام ػضَ ّاي يه خشپاي سادّشٍش هفصل ّا وِ لثلا تشسسي ضذ هؼوَلا تْتشيي سٍش است ٍلي تشاي 

 .    سپاي سادُ،سٍش هماعغ تْتش استتؼييي ًيشٍ دس يه ػضَ تٌْا يا دس چٌذ ػضَ اًذن يه خ

 (تشاي تؼييي ٍاوٌص دس تىيِ گاُ ّا)تشسين ًوَداس آصاد جسن خشپا( (1

پس اص حزف ايي ػضَّا خشپا تِ دٍسوت جذاگاًِ تمسين هي .ػثَسخظ تشش اصسِ ػضَ خشپا ،وِ يىي اصآًْا ػضَ هَسد ًظش است(2

 .ضَد

 جسن آصاد آىاًتخاب يىي اص دٍ لسوت خشپا ٍتشسين ًوَداس (3

 ًَضتي سِ هؼادلِ تؼادل (4

دسػثَسخظ تشش تايذ دلت ضَدوِ خظ تشش فمظ سِ ػضَسالغغ وٌذصيشاتاحل هؼادلِ ّاي تؼادل ًوي تَاى تيص اصسِ هجَْل سا 

 .  حل وشد

 
  : سا تخَاّين HDFفشض وٌين  :هثال

ػضَ صفش

 

B C D 

Ay=2.5P Fy=2.5P 

P P P P P 

A E 

F G H I J 
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HDFهماديش  تَاًذتشش سٍتشٍ هي  . تذّذ  

section
=2.5 P

PPPP P
JI

F

D
EA

F

B

G

C

H

y=2.5 PAy

 
 .دس تؼادل تاضذ ًيوِ دٍ داساي  ساصُ تايذ

. تذست هي آيذ HDFاص تؼادل دس صفحِ سِ هؼادلِ ٍ سِ هجَْل ٍ 

 . ميتاش  سٍي هجَْل داضتِيوِ سِ ى اي تاضذ گًَِ تِ ديم تشش ها تايداس تؼادل سِ هؼادلِ ي وِياص آًجاتايذ تَجِ داضتِ تاضين وِ 

 .سوت چپ ًيوِ سوت ساست سا هَسد ًظش لشاس دّين يًيوِ  يتَاًستين تجا يضوٌا م

 :داسين فَق  تا تشش

 0+        ∑FX  

  ∑ FY=0         

                        FHD  - 2 P+ 2. 5 P=0                                         FHD = 

MA =0  ∑ 
:DFF HCF :هثال

 

 .دتذُ HCFتَاًذ هماديش  يتشش سٍتشٍ م

 

 

FG  H   

3 m 
   A

3 kN

E 

6 m 
       

C D 

8kN 
B 

6 m 6 m 6m 
Ey Ay 
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 .دس تؼادل تاضذ ًيوِ دٍ داساي  ساصُ تايذ

FHC

FBC

FHG

7.5 (KN)

A
H

B
8 (KN)

 
. آيذ يتذست م HCFاص تؼادل دس صفحِ سِ هؼادلِ ٍ سِ هجَْل داسين ٍ 

. سوت چپ ًيوِ سوت ساست سا هَسد ًظش لشاس دّين ي ًيوِ  يضوٌا هي تَاًستين تجا

DFFس تَاًذ همادي يتشش سٍتشٍ م  .تذّذ  

F EFF

FHG

3.5  (KN)

E

D

DF

                          

24 + 8  18 +3  12 = 0                      Ay = 7.5        k N                          AyME =0∑+

                                                      K NE y = 3.5F y = 0∑

 :تا تشش سوت چپ داسين

    

 :تا تشش سوت ساست داسين

 (T) k N FDF=3.5 F y = 0∑ +    

م تا یًظر بسى هَرد دى بِ عضَیهَرد ًظر چٌد برش قبل از رس رٍی داخليیهوکي است برای بدست آٍردى ى گاّي:ًکتِ

ابدیت برش اصلي کاّش هجَْلا

4 50 7.5 8 0   ( )  ( )
5 8y HC HCF F F KN T        
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AB

BF

FB

FE

F

F

F

F P
Q

F

J

H

K

C
D

B

G
P

Q
I

E
F

G

J

H

K
D

C
BA

section

ABF 0                 ديتذست هي آ      FM  q

:هثال  

P = 300 N

P = 300 N
b

CBA

D E F

I

=1000L

L= 600x

a

J

G

K

H

y=1000Jy

J

C F = F I = I L = 4 (m) 

J K = K L = 3 (m)

 
 

 

M = 21             r = 3         j = 12           m + r  = 2j                پايذاس هؼيي يخشپا  

     2 3 2 4 3 4yL p p        
5 4 1000   ( )
2 3yL p N
 

    
 

 

5 4 600   ( )
2 3y y yj L j p N
 

       
 

 

AB

BE

KLF

F

F
A

D E

= 600Jx

=1000J

J

G
FHK

K

FHK

y 
   0 3 3 4 0   250  ( )  ( )K y AB ABM j F F N T        q 

Ly=1000 Jy=1000 

a a 
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 :ٍهاشيي ّاقاب ّا
تشخلاف خشپاّا وِ ساصُ ّايي ّستٌذ تا ػضَّاي صاف ٍ هستمين ٍ دٍ ًيشٍئي، لاب ّا ٍ هاضيي ّا ساصُ ّايي ّستٌذ وِ حذالل 

ػضَچٌذًيشٍيي عثك تؼشيف ػضَي است وِ سِ يا تؼذاد تيطتشي ًيشٍ ٍسِ يا تؼذاد .يىي اص آى ػضَّا اص دٍ ًيشٍيي تيطتش تاضذ

هاضيي .ب ساصُ اي است وِ تشاي تحول تاس عشاحي هي ضَد ٍهؼولا دس هحل خَد ثاتت استلا.تيطتشي وَپل تِ آى ٍاسد هي ضَد

تشاي .ساصُ اي است وِ داساي لغؼات هتحشن است ٍتشاي تثذيل ًيشٍ يا وَپل ٍسٍدي يا وَپل خشٍجي هؼيٌي عشاحي هي ضَد

آصاد آى سا سسن هي وٌين ٍهؼادلات تؼادل سا تشاي  تؼييي ًيشٍ ّاي ٍاسد تش ّش يه اص ايضاي سيستن آى سا هٌضٍي هي وٌين ٍ دياگشام

 .  ٌّگام ًوايص ًيشٍّا دس دياگشام آصاد اػضاي هختلف تاي ػول ٍ ػىس الؼول سا تا دلت سػايت هي وٌين.آى هي ًَيسين

 

 

 

 

 

 

W2 W1 

D E F 
B 

A 

C 

W2 W1 

D E F 
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T 

Ax 

MA Ay 

Bx 
B 

C 

T T 
Bx 

B 

A 

Ax 

Ay 

By 

MA 

C 

Cy 
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 دياگشام آصاد لاب -1تا لشلشُ   ACػضَ دياگشام آصاد  -2تذٍى لشلشُ   ACدياگشام آصاد ػضَ  -3

دياگشام آصاد لشلشُ -DB 4دياگشام آصاد ػضَ  -5

 

     
 

y y

x

x

Tan
Tan

G G
G

G



   

     0    ?  &    ? D x yC CM    q 

     0    0

     0    0

  0     0     - 
 

  

   

   

      







y y

O M

X C CX X

OF

OM

O OF R R

q

_
 

Cx 

C 

T T 

Cx 

Cy 
W1 W2 

By 

Bx 

T 

D E F 

B 
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xA

xD

D

yD

C

yC

xC

y

B x

B

B

yA

A

E

Cy

xC

xE

yE
D

y
x

xD

D

P

E

Ex

C

CR

MO

xO
yO

R

yG

xG
B

R

By

xB

C 

  . ديابيسٍّاي داخلي سا بيى 

E

C

B

YA

A

F F

G

C
xF

Cx
xF

EEx

Cx

E y
Ex

E y

300 (N)

600 (N)

= 500 (N)

= 900 (N)A

= 500 (N)

X

G
Y
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  سٍّاي داخلييى سپس ميسٍّاي ػىس الؼول سا هحاسثِ هي ويياتتذا ى

        0  600 3 300 9 9 500 ( ) y y yA
G P G G NM           q 

    0 500 ( ) yy
A NF      

    0 900 ( ) Xx
A NF     

            0 900 6 600 3 300 3 6  0C yM E           q 
 

 .ًٍدتَاًٌد در ًقطِ ای بِ غير از هفصل ًيس ٍارد ش ّا هي ّا ًيرٍ در قاب: ًکتِ
 

613 

 

 750 ( )yE N 

T

T

C

C

T

D
D

T

B

E

CB
A

A
AG

G

G E D

D

C

D
D

8 (KN)

C C

X

Y

Y

Y

Y

X
Y

X

X

Y
X

X
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  سوِ لاتل حل هي تاضذيص هجَْل 9 ٍ هؼادل9ِ 

 ,  , ,  ,  ,  ,  ,  , 
x y x yx y x yC C G GA A T D D   

.  ًذيآ يس دس مياص حل هؼادلات تِ صَست ص جَاب ّا پس  اگشاميى صَست ديسد دس ايلشاسي C  گشُ  يسٍ (KN) 6 يسٍياگشى

6

18

5
36

36

36

18

D
13

B

E

5
EG

13

24

A
B

C

D

13

18
5

8

C

18

18
36

6

18

5
36

36

36

18

D
13

B

E

5
EG

13

24

A
B

C

D

13

18
5

8

C

18

18
36

 
  داخلي يهغلَب است تؼييي ًيشٍّا 
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  :داخلي  يهغلَب است تؼييي ًيشٍّا  
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 . F  ,  Eاسدُ تش سيستن دس ٍ يهغلَب است تؼييي ًيشٍّا  :هثال

 :تَجِ تِ ضىل خَاّين داضت 
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 .سا Qٍ ًيشٍي ًگْذاسًذُ  Pدّذ ساتغِ تيي ًيشٍي  هىاًيضم ًطاى دادُ ضذُ وٌتشل اًگطتْاي يه سٍتات سا ًطاى هي :هثال
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فصل هفتن 

نيزوها در تيزها و كابلها 
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عضو دو نيزوئي   -0نيزوهاي دو جهت هحور عضو  -عضوهاي خزپا  

  و خوشيدر حالت كلي عضوهايي با نيزوهاي هاننذ هحوري و بزشي  عضوهاي قاب 

ها  گاه هيحالات هختلف با رگذاري و تك تيزها 

. اس ايي تيز را ثذست ثيبٍرين c  عِ رٍ ّبي داخلي در ًكهي خَاّين ًي

 اٍل ثِ  BA RM 0

 Ag Rf 0

 دٍم  Vf y 0

   MMc 0

+ 

+ 

https://iranarze.ir/es2062
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 : هثال
         P P            

 ًوَدار خوص ٍ ثزش تيز سيز را رسن کٌيذ
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 . ًوَدار خوص ثزش تيز سيز را رسن کٌيذ :هثال 
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.  لٌگز خوطي اس ثزش يک درجِ ثيطتز است

. ّوَارُ جبيي کِ ثزش صفز است هبکشيون لٌگز خوطي دارين
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             : مثال
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. ايي فزهَل ثزاي فبصلِ ّبئي هي ثبضذ کِ ًيزٍي هتوزکش ٍجَد ًذاضتِ ثبضذ   
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-26 

C 
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















2.3

4.2

4.2

2.1

2.1

0

)4.22.3(4.6)4.6(

).(4.146.334.14

)124.2(4.144.14

).(6.336.330

6.33)2.1(282

dxdxVMM

mKNBMM

dxdxVMM

mKNM

EAxVdxMM

E

D

D

C

C

A

x

x

DE

CD

x

x

CD

C

x

x

AC



 

)m.KN(6.448.04.6488.04.6MM DE   

  

8.4

2.3

8.4

2.3
EB )6.1(6.4dx)6.41(VdxMM  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 

2500 
1800 N.m 

1500 (N) D = 1000 (N) 

A B 

C 

D 

B 
C D 

 ديبگزام ثزش 

1500 

V  ( +    )  
(N ) 

-1000 

dx28

48

A D 

Hihge 

C 

B 
1.2 m 0.6 m 0.9 m 
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V  ( +    )  
(N ) 
 
 
 
 
 

- 2500 

D 

C 

)(
)(

N

V 
 

 ديبگزام ثزش 
- 

2250 (N.m) 

A=0 

C 

2500 

2500 

A B 

C 
D M ( +  )  

(N.m) 

900 (N.m) 

-1800 

 ديبگزام خوص 

 ثسظ

A 
B C 

D 

2500 (N) 

1.2 m 0.6 m 0.9 m 
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:  کش کبثل ثب ًيزٍّبي هتوز

پل ّبي هعلك ، دکل ّب ٍ غيزُ  : کبثل ّب در هٌْذسي در هَارد هختلف استفبدُ هي ضًَذ 

. ّبي تحت ًيزٍي گستزدُ  کبثل-2. کبثل ّبي ثب ًيزٍي هتوزکش  -1:کبثل ّب را هي تَاى ثِ دٍ دستِ تمسين کزد 

لزار گزفتِ است  C4الي  C1ر چٌذ ًيزٍ در ًمبط در تكيِ گبُ لزار دارد ٍ تحت اث A  ٍBفزض هي کٌين  کِ کبثل  در دٍ ًمغِ 

. فزض هي کٌين کِ کبثل  کبهلاً ًزم ٍ در همبثل خوص اس خَد همبٍهتي ًطبى ًوي دّذ . کِ فَاصل افمي آى هطخص است 

 
. ًبديذُ گزفت  ّوچٌيي فزض هي کٌين کِ ٍسى کبثل را هي تَاى در همبثل ًيزٍّبي ٍاردُ

دى ًيزٍّب  در ًمبط هختلف ٍ ثذٍى ًيزٍي گستزدُ ّز لسوت اس کبثل ثيي دٍ ًيزٍ را هي تَاى عضَ سپس ثب در ًظز گزفتي ٍارد ش

 .ثب دٍ ًيزٍ در ًظز گزفتِ کِ در کطص هي ثبضذ 

 

2250  

C 
D 

(+) 
).(

)(
mN

M   
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. را ّن در جْت افمي ٍ ّن در جْت عوَدي  A  ٍBهي داًين فبصلِ ثيي 

ست ثيبٍرين  ٍ ّويٌغَر همذار کطص در عٌبة را در لسوت ّبي هي ثبيستي کِ ضكل ايي کبثل را پس اس ٍارد کزدى ًيزٍّب ثذ

 Aدر جْت عوَدي هطخص گزدد ٍ ّويٌغَر همبديز فَاصل ثيي ًمبط  C1اس  Aهختلف يعٌي در حميمت همذار فبصلِ ثيي ًمغِ 

 ٍC2  ٍC3  ٍC4  در جْت عوَدي هطخص گزدد .

 

xyيک هعبدلِ ثز حست  AA ,
 

 ( Bهوبى در ًمغِ ثب گزفتي ) 

xyدر ايي حبلت هي تَاًين يک هعبدلِ ثزاي  AA ,
 

را ثذاًين   Dثٌَيسين اگز هختصبت ًمغِ  

(  Dثب گزفتي هوبى در ًمغِ ) 

 

 دياگرام آزاد كل 

 دياگرام قسمت چپ كابل 

 مشخص

A 

1C  
2C  

B 
1x  1? y  

 مشخص 

مشخص =   
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را ًذاضتِ ثبضين ايي هسئلِ ثصَرت ًب هعيي هي ثَد  Dاگز هختصبت ًمغِ 

. ت داضتِ ثبضذ ٍ ّز جَاثي ثزاي کبثل در تغييز ضكل هي تَاًس 

 

 

 

هطخص گزدد توبم هختصبت ًمبط سيز ًيزٍ را ّن هي تَاى اس ديبگزام آساد لسوتي اس کبثل  Aٌّگبهيكِ عكس العول در ًمغِ 

. هطخص کزد 

 













0cos0

0sin0

0)()()()(0

21

121222

xx

yy

xxc

ATF

APPTF

xxPxAAyM





 
 

. هَلفِ افمي کطص در کبثل در توبم عَل عٌبة يكسبى هي ثبضذ 

کوتزيي ثبضذ يعٌي در لسوتي کِ ثيطتزيي ساٍيِ را ثب افك  Cosيي است ٍلتي کِ ّوچٌيي ثذست هي آيذ کِ کطص ثيطتز

. داضتِ ثبضين کِ عجيعتبً در دٍ اًتْبي کبثل ًشد تكيِ گبُ خَاّذ ثَد

 

 _هثبل

cRmاگز ( الف  8  ِثبضذ عكس العول در ًمغE  اٍريذٍ حذاکثز کطص در عٌبة را ثذست  ثي .

T  Cos xA  
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. ثذست ثيبٍريذ Eکبثل افمي ثبضذ ٍ  ّويٌغَر  عكس العول  CDرا عَري ثذست ثيبٍريذ کِ لسوت  Rcهمذار ( ة

 

         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)1(2401030480206

0)15(18)16()5()18()10(()6(0



 

yxyx

yxA

EEEE

nEEM

 

 

 

 

 

 





 

KNE

KNE

EEEEM

y

x

xxyxc

15
30

)2(901020)5(18)10()2(0

 

KNAEAF

KNAKNAEAF

yyyy

xxxxx

3301812180

303000









 

خًاهيم داشت ( 2)ي ( 1)بيه   

33yA  

  در سیستم کل

2 

18 

D 

C 

Fy 

Fx 

12 

5 m 5 m 
 

5 m 
 

5 m 
 

6 m 

yA  

xA  

xE  

yE  

18 KN 

18 KN 
 

12 KN 

B 

C 
D 

E 
h  
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KNTAB 6.443033 22  
 

 

( ة

 



 

KNEEE

KNEEF

xyx

yyy

20)1(240103

180180

 

 

 

 

 
 
 

0)5(18)
6

()20()10()18(0  


cC hm

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)(5.10 mhC   

yE  

xE  

T D 
18 

E 

Ax 

Ay 
TAB 

30xA  
maxTTAB   

12 

T 
D 

E 
ch  6ch  

yE  

xE  

C 

6 

18 
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:  کبثل ثب ًيزٍّبي گستزدُ 

 
ثصَرت هوبس ثز هٌخٌي هي ثبضذ  Tّز لسوت ثِ صَرت هٌحٌي هي ثبضذ ٍ ًيزٍي 

 

(                                                                         ُ کبثل کطص در پبئيي تزيي ًمظ)  T0ايي راثغِ هي گَيذ کِ هَلفِ افمي کطص ّويطِ ثبثت است ثزاثز است ثب 

0TCosT  

ايي راثغِ هي گَيذ کِ هَلفِ عوَدي کطص ثزاثز است ثب همذار ًيزٍي گستزدُ اس پبئيي تزيي ًمغِ       

                            :                                         دارين Tثزاي    
22

0

sin

WTT

WAT





    

 کطص کوتزيي است در پبئيي تزيي ًمغِ ٍ هبکشيون در يكي اس دٍ ًمغِ تكيِ گبُ ّب 

 

0
tan

T

W


 

  –هثبل 

.  هبکشيون کطص را در سين را ثذست ثيبٍريذ( الف
1.5 m 

A 
60 m 
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.  عَل سين را ثذست ثيبٍريذ(ة

 

)(58.176
0)5.1()15()8.5176(0

)(58.176)30(89.5

89.5)8.9(6.0

5.160

0

0

NT

TM

NW

m

N

mhmL

B















 

 

 

)(6.1774)58.176()58.176( 22 NTm 
 

 

 

 

 

)(1.60)05.30(22

)(05.30)
30

5.1(
3
2130)(

3
21 22

mSTOTAL

m
X

y
XS

B

B

B
B




















B

 
کبثل سْوي  

 

( کبثل ثب ًيزٍي گستزدُ يكٌَاخت )

 

 

 

را صرف وظر كىيم  فرض كىيم كه يزن سيم ها  

)  
8.17650 T  

58.176W  

0.6  kg/m =  

(176.58) 

(1765.8) (N) 

(1765.8)2 

= 

Tm 

T0 
C 

1.5 

15 15 
Tm 

W 

B 
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0

2

0 2
0)

2
(0

T

x
yyT

x
xM D


  

 
 

. در هزکش هختصبت هي ثبضذ Cهعبدلِ سْوي کِ رأس آى در ًمغِ 

 

 
: رٍاثظ سيز

2
,

82

22

0
L

xhy
h

LW

y

x
T 



 
.  ثبيستي ثذست آٍرد  ّب هطخص ًيست ٍ هي اگز ّز دٍ تكيِ گبُ در يک ارتفبع ًجبضذ ديگز هختصبت تكيِ گبُ

 

: هي داًين

Lxxdyy ABAB  , 

0

222
0

tan
T

wx

xTT

xW













 

   T0ميىيمم كشش در طىاب   

مشخص شًد مي تًاويم كمتريه  Lي  hاگر 

كشش را بذست بيايريم با جايگسيه كردن  

xx BAT min  

x  کل بار در فاصله 

 
Bx

B
dx

dy
S

0

2)(1   CB
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 







x

dx
dx

dy
dydxS

dLS

0

222 )(1
 



































 

242

0

2

4
6

44

2
0

22

0
4

0

44

2
0

22

0
2

0

22

)(
3
21....)(

3
2)(

3
21

2
....)

406
1(

...
82

11

B

B
BB

B

B

B

B
BB

B
BB

BB

xx

B

x

y
xS

x

y

x

y
xS

y
T

xW

T

xW

T

xW
xS

dx
T

xW

T

xW
dx

T

xW
S

BB

ثذست  ثيبٍريذ کوتزيي  –هثبل 

. ٍ ثيطتزيي کطص را در عٌبة 

(  Aسيز تكيِ گبُ  9گز پبئيي تزيي ًمغِ عٌبة در ا) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 در بسط ويًتىي 

75 lb / ft 

A 
a = 9' 

D = 18  '  

120' 

B 
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0

2

0

2

0

2

0

2

2
27

2

2
)120(9

2

012
012

T

xw

T

wx
y

T

xw

T

wx
y

XX

XX

BB

B

BA
A

BA

AB










 

 

0min

0
0

2

0

2

2
2

2

)(8034
2

)08.76(75
2

27

)(08.760432007202)120(
3
1

TT

lbT
TT

WX

ftXXX
X

X

B

BBB

B

B










 

 

 

BA

A

A
AA

B

B
BB

A

B

SSS

X

y
XS

X

y
XS

TXWTT

lbXWTT



























2

2

max
222222

0

222222
0max

)(
3
21

)(
3
21

)08.76120()75()8038(

)(9860)08.76()75()8038(

 

 Aوقطه  
 
 
 

 Bوقطه 

 Bدر : 

 Aدر : 

B 

A 
X 

-xA xB 
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د اگز فزض کٌين کِ ايي جزم رٍي عٌبة ثصَرت يكٌَاخت لزار هي گيز Kg 10ثزاثز است ثب  ABCکل جزم عٌبة  –هثبل 

. ثذست ثيبٍريذ 

(  h)عوك کبثل را ( الف 

  Aضزيت ساٍيِ عٌبة در ًمغِ ( ة

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)(05.49

005.490

NA

AF

y

yy



 

 
 

 

 

 

 

Ng 16.14215   

D 

Dx 

Dy 

Ng 1.9810   
Ay 

Ax 
A 

98.1  N 

)(6.1103
)(6.1103

0)5(15.147)10(1.98)5(1.98)2(0

0 NAT

NA

AM

X

X

XD





 

5 m 5 m 

15 Kg 

10 Kg 

D E 

B 

A 

2 m C 

h 

yA 

Ax 

A 

Ay 

C 
T0 

5 m 

Ng 05.495   
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)(111)(111.0

0)5.2(05.49)5(05.49)6.1103(
0)5.2(05.490 )5(

mmhmy

y

AyAM

A

A

yXxC





 

 
 

54.2044.0
6.1103

05.49tan  
x

y

A

A

 
 

:  کبثل سًجيزُ اي 

. کبثلي است کِ ثبري يكٌَاخت در اهتذاد عَل خَد دارد 

=  احذ عَل در اهتذاد خَد کبثل ٍسى ٍ

 
22

0
222

0 WTTsTT  
 


 0

0
222222 T

CcCTsCWSCT 
 

 

. در ايي ديبگزام هعبدلِ هٌحٌي ضكل کبثل هطخص ًيست 

  

 شيل 

Ax 

A 
Ay 

(  

05205495 ).(.+)(AyA yXx  = - 
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T

T
Cos

T

T
dCosdd ssx

00  
 
 

2222 1 C/S
ds

SC
dscdx









 




 

 c
ssinhC

C/S
dsdxX

s
1

0
221 

00 T
Wtandx

c
xsinhdx

c
sdx

T
Wtanddy x

x 

 

yT,sW,cT
TcwSwyw

)
c
xCosh(C

c
xCoshCdx

c
xsinhCy

Cydy

xx

y

c





















0

22222

00

1

 
 

 

ّن سغح ثبضٌذ   A  ٍBاگز دٍ ًمغِ 

Cyh=  عوك کبثل    A 

 L= عَل دّبًِ کبثل 

  C= فبصلِ ًمظ هوبًي ّن کبثل 

dyyاگز دٍ ًمغِ ّن سغح ًجبضٌذ هبًٌذ کبثل سْوي خَاّين داضت    

LXX

AB

AB





                 

ثِ   Kg  40ثِ جزم    Dٍسًِ  –هثبل 

هي گذرد هتصل  Aکبثل کِ اس ًمغِ  يک 

m15L,m5hاگز . ضذُ است     

. هعيي کٌيذ   

  Bتب  Aعَل کبثل اس ( الف 

C

x
CS sinh  

c

x
CoshCy   

222 CSy   

ds 

A 

C 
C 

h 

B 
L 

y 

B 

m 
D C 

A 

h = 5 m 

L = 15 m 

https://iranarze.ir/es2062
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جزم کبثل را ثصَرت جزم در عَل ( ة 

. صزفٌظز گزدد  ADاس جزم کبثل در لسوت  

 

 

yT

cW

cT











0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C

x
hCSCSy

mC
CC

hCosC
C

hCosC

CChy
C

hCosC
C

x
hCosCy

mhmxmL

NTTT

B
B

B
B

B

B

BA

sin,

)(3175.6155.755.7

55.7

5,5.7,15
)(4.392

222

max











 

W 

maxT  
T0 C 

B 

L 

A 

B 

C 

y 

h 

0 

SB 

yB 

x 

mg 

A 

maxT  
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mKg
g

w
m

mNw

ChyT

mSmhS

B

BB

53.3
81.9
67.34

67.34

)3175.65(4.392)(

)(78.182)(39.9
3175.6

5.7sin3175.6

max










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 فصل هشتم

 اصطكاك
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حتوبً ًيشٍيي ثِ ًبم اصطىبن ثيي آى دٍ ثَجَد . اگش جسوي ثب آى سطح دس توبس ثيبفتذ. ثبشٌذ ثشای سطَحي وِ سخت ٍ خشي هي

 ّبی آًْب يؼٌي ايٌىِ سطح. الجتِ ثؼضي اص اٍلبت دٍ جسن دس همبثل حشوت سٍی ّن داسای ّيچ ًَع اصطىبوي ًخَاٌّذ ثَد. آيذ هي

وٌذ چًَىِ اصطىبن ّويشِ خَاّذ ثَد حت اگش تؼذاد آى  الجتِ ايي هسئلِ ولاً دس ّيچ ًَع جسوي صذق ًوي. داسای اصطىبن ًيستٌذ

. ًبچيض ثبشذ

همذاس اصطىبن .پس اصطىبن ًيشٍيي است وِ دس همبثل ثب حشوت هوبًؼت خَاّذ وشد ٍ جْت آى ًيشٍ هخبلف جْت حشوت خَاّذ ثَد

( جْت اصطىبن)وِ هتٌبست است ثب همذاس ًيشٍی ػوَد ثش سطح يه حذی خَاّذ داشت 

: انواع اصطكاك

Columb Frictionاصطىبن خشه1

Fruid Frictionاصطىبن هبيؼبت2

ضريب اصطكاك : قوانين اصطكاك خشك

ثگزسد ديگش ثبلاًس تؼبدل  Fmحذ اص  Pاگش . سسذ هي Fmثِ حذ هبوضيون  Pّن اضبفِ شَد تب ايٌىِ همذاس  Fاضبفِ شَد ّويٌطَس  Pاگش 

هجبصاً ٍضغ هَلىَلي . ووتش خَاّذ شذ Fmثؼذ اص يه لحظِ وِ حشوت آغبص شذ، همذاس اصطىبن اص حذ . استبتيىي ثشلشاس ًخَاّذ ثَد

گشديذ ٍ اص آى ثِ ثؼذ سشػت آى ثلَن اضبفِ خَاّذ . ّب ًسجت ثِ ّن دس هَلغ حشوت، ووتش خَاّذ شذ حجن ٍ سطح ٍ ًفَر آى هَلىَل

. دس حبليىِ ثضسگي اصطىبن، ثبثت خَاّذ هبًذ

ثبيست ثبشذ   يؼٌي ًيشٍيي هي. وَچه ثبشذ ايي ثلَن حشوت ًخَاّذ وشد Pاگش 

. گَيٌذ ٍ همبٍهت دس هَلغ حشوت خَاّذ داشت وِ ثِ آى اصطىبن هي

آيذ ثستِ ثِ ًَع ٍضؼيت سطح توبس داسًذ ٍ ثصَست تمشيجي اص سٍی آصهبيشبت ثذست هي

: سيت اصطىبن ايستبييض
s

 

: ضشيت اصطىبن
x

 

 .آيذ آصهبيشبت ثذست هي
 

Fm 

Fk 

F 

Fk 

 تعادل حركت









NxxF

NsmF




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 :اصطكاك  زاويه

N(ًشهبل)ثؼضي اص اٍلبت ثْتش است وِ ًيشٍی اصطىبن ٍ ًيشٍی ػوَدی 
ًبهين هيRايي ًيشٍی ثشآيٌذ سا. سا ثب يه ًيشٍ جبًشيي وشد

ی اصطىبوي ديٌبهيىي ٍيِصا
n

ی اصطىبوي استبتيىي صاٍيِ
s
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: دار اصطكاك در سطح شيب
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: مثال ها
گشٍُ اٍل هسبئل اصطىبوي  :مثال

.250خيشثذست ثيبٍسيذ اگش ثلَن دس حبل تؼبدل است يب( الف
k


NPثذست ثيبٍسيذ همذاس ٍ جْت ًيشٍی اصطىبن( ة 750

026752512000  cossinFF o

x

)N(.F 6172

0267502612000  sincos)(NF
y

)N(.N 51404

)N(.).(.NF
sm

649136051404 

P 

1.2kN 

25ْ 
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0)N(.F 6172تؼبدل ثشلشاس است
m

FF

 
 2گشٍُ دٍم هسبئل اصطىبوي :مثال 

. سا ثِ طشف ثبلا ثِ حشوت دس آٍسد، ثذست ثيبٍسيذ وِ ثلَنسا   ووتشيي همذاس ( الف)

. ت ثطشف ثبلا دس حبل حشوت ًگْذاسد ، ثذست ثيبٍسيذسا وِ ثلَن همبثل سا پس اص حشن Pووتشيي همذاس ( ة)

الف)
o1

s 29.1935.0tan  

  

)N(117129.44tan1200p 

R 
P 

P o

s 29.44 

P 

1.2kN 

25ْ 

9 2 
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F

W
NNWN

s

s
AAssA









1
)(

ة )

p 1200tan39.04 973(N) 

 
ثبشذ ثب ضشيت  هيW ٍصى ديسه. وٌذ شَد ٍ ّيچ چشخي ٍاسد ًوي ثِ ديسه همبثل ٍاسد هي Mثذست ثيبٍسد همذاس وَپل :مثال 

اصطىبن 
s



 
     

BsB
NF          MF

sA


                                                       
   )(kNM

sA
 1          0 rFrM

A
 0

B
M

 
    

BsA
NN              0

BA
FN            0

x
F 

  
AsB

NWN 0 WFN
AB

0
y

F     
     

                                                                                    


















 21

1

s

s

sWrN





 :مثال  
  :سا Pهؼيي وٌيذ همذاس ٍ جْت حذالل ًيشٍی       

  ثشای ششٍع حشوت ثطشف ثبلا( الف 
 ًيشٍی لاصم ثشای جلَگيشی حشوت جسن ثطشف پبئيي ( ة 

     W=40(lb)                            
=25                                         
=0.20                                      s 

    3.11s              20.0tan  ss  
 

o
k 09.39

R 
P 

P 



 156 

    (الف

                                               
       40(lb)                    

25+11.3=36.3                                                   ثشای حذالل P   
  = 36.3                                                               ِ90 ايي صاٍي است 

         

P = 40 sin36.3 = 23.7  (lb) 
(  ة

 
 

 
                               40(lb)                                                           

    25 -11.3  = 13.7   
                =13.7          

 
 WEDGE )–گاوه )نگاه دارنده 

ًيشٍّبی  ايي. هبشيي ّبيي ّستٌذ وِ ثشای ثبلا ثشدى ثلَن ّب ٍســٌگ ّب ٍ ّوــيٌطَس اجـسبم سٌگيي ديگش ثىبس هيشًٍذ يب ٍ اثضاس

ّويٌطَس ثخبطش شىل ايي ًگبّذاسًذُ ّب ثؼذ اص ثلٌذ وشدى ايي اجسبم .سٌگيي سا هي تَاى ثطشيك ٍاسد وشدى يه ًيشٍی ووتش ثلٌذ وشد 

ثِ طشف ثبلا  pًيشٍی سا ثب ووتشيي  Aهثلاً ثخَاّين ثلَن     .  آًْب ثِ حبلت خَة ثخبطش اصطىبن دس ّوبى هىبى ّب خَاٌّذ هبًذ 

                                                                                                                   ..ثجشين

11 NF s 
 

22 NF s 
 

                                                                                                                                                                
                                                                                             

 W =هؼلَم    
     P =      ?                                   ًبهؼلَم : N1 , N2 , N3 ,P                                             

                                   0XF                                

                            0YF     22           1اص شىل NF s       

 2 اص شىل            ٍل هجِ 4 ٍ هؼبدل4ِ
       0XF                       33 NF s                                                                                        

                           0YF 

R

P

W

W

A

N

N1

2

2

N

N

P

P = 40 sin13.7 = 9.47  (lb) 
 

90
P W

R
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                        33 NF s                                                       44 NF s 
 
 

                                                                        
                                                                                                                            

                                                                                      
 

                                                                       
 

 

 

 

 
 

. تٌظين هي شَد  F , Eتيش همبثل تَسط يه گبٍُ آٌّي : مثال 

ػىس الؼول تيش . جَش دادُ شذُ است  ABثِ تيش CDٍسق 

  .100kNتَسط ًيشٍّبی خبسجي ثِ سٍی ثتي ثشاثش است ثب 
0.30 =   ثيي آّي ّب                    s 

0.60 =  ثيي ثتي ٍ آّي                 s    

  : جلَگيشی شَد،ثذست ثيبٍسيذ Qاگش حشوت افمي تيش همبثل تَسط 
  .سا وِ ثشای ثبلا ثشدى ايي تيشلاصم است Pهمذاس ًيشٍی ( الف

 ).اص ٍصى گَُ ّب صشف ًظش وٌيذ(.  سا Qهمذاس ( ة 
 

  .يشيي حشوت ًخَاّذ وشدٍسطي ، گبٍُ ص فشض هي وٌين وِ ثِ ٌّگبم حشوت تيشآّي ثَسيلِ ی گبٍُ
   

         
     
 
 

        7.16s             30.0s 
   

         Q = (100) tan 16.7 = 30 kN 
      

                  kNR 4.104
7.16cos

100
1 


   7.16s              

                    
                                                       

 
 
 
 

                

N

N3

1R

R2

W

2R

1

WR 3
2

100 KN

QB
C

D

R1

Q

100 KN
R1

2

3

P

R

R
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           90-16.7 = 73.3                ,            90 – 26.7=63.3        
                                     

 E گبٍُ
                      

        26.7 + 16.7 = 43.4 
؟ ليض خَاّذ خَسد يب خيش Fثجيٌين وِ آيب گبٍُ  هي ثبيستي چه وٌين ٍ

 

 

 

 

 

 

                 = 16.7+10 = 26.7 
                0.3160.0tan 1

Conc 
             حشوت ًخَاّذ وشد Fگبٍُ   

 
                                                                                                                                              

                                                                                                                          
                                                               

                                                                                              
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

F گبٍُ   
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SQUARE-THREADED SCREWS  با برجستگی هاي مربعی –چ ها يپ
 

.   ٍع پيچ ّب ثشای جه ّب ٍهبشيي ّبی هختلف ثىبس هي سٍدايي ى
P = ?        Q = ? 

 

 

 

 

Q    =   فبصلِ ای وِ پيچ ثؼذ اص يه
r

Pa
 

 .دٍس ثب لاتش خَاّذ سفت 
. سا ثِ ثبلا ثشد ثذست ثيبٍسين Wلاصم است ٍصى سا وِ  Pهي ثبيستي اص ايي شىل همذاس

حشوت دس حبل ششٍع ثطشف ثبلا       پيچ       سفت وشدى

 ( Wثشای ثبلا ثشدى )  
                                                                                                       

 
 
 
 

  حشوت دس حبل ششٍع ثطشف پبئيي            پيچى ثبص وشد
                                 s 

   self locking s                                            (  حبلت لفل وٌٌذُ)                          

                                               ( W ثشای پبئيي ثشدى)                                   

                                                                                                 

              

حشوت دس حبل ششٍع ثطشف پبئيي   

اگش                    s 
                                                                     داشتي ايي جسن هي ثبيستي ثشای ًگِ  

  Q ثِ طشفي وِ ًشبى دادُ شذُ است ٍاسد شَد.  
   

                                                          
 

                                          
 
 

W

Q

LR

W

Q

L
R

W

Q

L
R
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    s    if                                                  

حبلت خَد ثخَد ثبص شًَذُ                  

         (unwind        )                                                                                                    
                                                                                                     

 
  
   s     if 

  حبلت لفل وٌٌذُ
  locking)                                                                                (selfs        

                                                                                                     
 

 
 

 

مه  اصطكاك تس
اگش تسوِ همبثل سا دس ًظش ثگيشين ٍ ثذاًين وِ ثؼذ اص ٍاسد وشدى  

                                                                             T1ثِ طٌبة ًيشٍی طٌبة دس سش ديگش  T2ًيشٍی 

. ثستگي پيذا هي وٌذ ثِ همذاس اصطىبن دس سٍی لشلشُ  

 ايي طٌبة دس ششف حشوت شَد  T2ٍی اگش پس اص ٍاسد شذى ًيش
 .               ثذست هي آيذ  T2,T1سپس اص ساثطِ صيش هؼبدلِ  
 

 
 
   

                                                 طٌبة ًسجت ثِ لشلشُ دس                     s
T

T
Ln 

1

2 

د     ششف ليض خَسدى هي ثبش

  =همذاس صاٍيِ ای وِ طٌبة ثِ دٍس                                               يؼٌي ّن لشلشُ ٍ ّن        
 (ساديبى . ) لشلشُ پيچيذُ شذُ است                                                .  طٌبة ثب ّن هي چشخٌذ 

                                            12 TT                              seTT 12        se
T

T


1

2       

 
             .ثِ آى ثِ حشوت ثيبفتذ ٍليض ثخَسد سپس طٌبة ًسجت ثِ لشلشُ دس حبل حشوت استT2 اگش طٌبة پس اص ٍاسد شذى ًيشٍی 

                                                        keTT 12  
دس آى . اگش طٌبة دس سٍی لشلشُ ثِ ّيچ ػٌَاًي دس ششف حشوت ًجبشذ ٍ ّيچ حشوت ًذاشتِ ثبشذ ديگش سٍاثط ثبلا ثشلشاس ًخَاّذ ثَد 

 T1 = T2 صَست
 
 
  

            

 

L

W

R

L

W

R
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2


                                  
2
 

                                                             TTT /          
                                                                                   NF s  

                                                                                                               N      

                                                                                                                
 

 

 

                                            0
2

cos
2

cos)( 





 NTTT s


            0XF 

                                              0
2

sin
2

sin)( 








TTTN                 0YF 

                                                                            
2

sin
2

sin)(  



 TTTN 

                                                                            0
2

sin)2(
2

cos 











TTT s 

                                                                            0

2

2
sin

)
2

(
2

cos 






















T
T

T
s

                        

                    d
T

dT
s                 0 T

d

dT
s


               0

2


 

                                                                 s
T

T
Ln 

1

2                 
2

1 0

T

T
sd

T

dT 

 

 
 

x

y

P

O

P
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فصل نهن            

    گطتاٍر لختي ٍ ًيرٍّاي گستردُ
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 Moment of inertia (هوبى اينرسي)نذ تب ورهبگص 
 .در طراحي تيرّا بایذ بِ سرتاسر تير ًگاُ کرد ٍ حذاکثر تٌص هَجَد را بذست آٍرد

 
 

 
 

  
تار در فطار  

 
  
  

                                       

 
تا ر در کشش   
 

 
                        R= ∫ќydA = ќ∫ydA                         گطتاٍر اٍليِ هقطع حَل هحَر x 

 
 

 
 

                                         0 AyydA                                                                     
 
 

 
TRٍCRایجاد یک کَپل هيکٌٌذ .

 

X

Y

A

F=ky

Y

Y
A

Y

Z

R=RC+RT=0

M=0
RT

Rc

M 0 

91 



 164 

dAxdAxI

dAxdI

ely

y

 



22

2

dAyI

dAydI

x

x





2

2

    يبهوبى اينرسيx   گطتبور دوم هقطع حول هحور
 

                                                                           AykyfyM  
                                       dAykdAky   22 =M 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

ّر چقذر هواى .هي تَاى گفت کِ هواى ایٌرسي ًوایاًگرهقاٍهت جسن  در هقابلِ با خوص استهواى ایٌرسي تعریف خاغي ًذارد اها 

. ایٌرسي زیادتر ضَد تٌص بخاطر خوص کوتر خَاّذ ضذ ٍ بالعکس

 
 

 
 

fdAP          

  
c

dAy
ydA

c

y
fydAFyM

2
       

                                                    
I

MC

dAy

mc
dAy

cc

dAy
m 


 2

2
2


       

بذست آٍردى هواى ایٌرسي یک هساحت تَسط رٍش اًتگرالگيري  -
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 )product of inertia      (:حبصل ضرة اينرسي 
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: هوبى اينرسي جرهي اجسبم سه ثعذی توسط روش انتگرالگیری -

 
           .اگر جسن ّوگي باضذ اًتگرالگيري دٍبلِ یا سَبلِ دارین
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 METHOD OF VIRTUAL WORKروش كار مجازي                    
 

                            :وبر ًيرٍ

rdFdu


. 
 

            du=Fdr cosαوبر ًبشي از اثر يه  ًيرٍ در يه ًمطِ
 

du>0      if   0<α<90˚                                            
du<0     if   90<α<180˚                                         r 
du=0      if   α=90                                                  

 

 

(  jowle=N.m:                                           ) واحد كار

 

 

 

 
du=(F cosα)dr =F (dr cos α)                                

 

ى ًگِ آثذٍى اصطىبن وِ ثذًِ اصلي  تَسط  pin هبًٌذ عىس العول ّبي داخل   du=0ثعضي از ًيرٍ ّب  وبر اًجبم   ًوي دٌّذ ٍ 

روت دٍراى وٌذ، هبًٌذ عىس العول رٍي سطح ثذٍى اصطىبن وِ جسن هتصل ثِ آى سطح رٍي سطح ح pinداشتِ شذُ است ثِ دٍر 

وٌذ،هبًٌذ ًيرٍي ٍالع در تىيِ گبُ ثبثت، هبًٌذ ًيرٍي ٍزى وِ خَد جسن ثِ سوت افمي حروت هي وٌذ،هبًٌذ عىس العول رٍي يه 

 .غلته ٍ غيرُ

 

  :          M=Fd       وبر ًبشي از دٍراى جسن تَسط يه وَپل يب گشتبٍر
du=Mdθ                                                                       

 

                                                          1Fٍ2Fٍ3Fتحت تبثير ًيرٍّبي Aفرض وٌين وِ ًمطِ :  اصل كار مجازي

ايي تغيير هىبى  تغيير هىبى ثذّذ Áثِ ًمطِ Aگرفتِ  ٍ فرض وٌين وِ ًمطِ 

پس ايي تغيير هىبى                                                               . هوىي است وِ اتفبق ثيبفتذ ٍهوىي است وِ اتفبق ًيبفتذ

. ثصَرت هجبزي فرض شذُ است

                  

                        

 =δجبثجبيي هجبزي

. ثىبر هي ثرًذ drا ثراي تشخيص جبثجبيي هجبزي است ٍ آًر rهشتك درجِ اٍل

 →δ=           operatorsثراي جبثجبيي هجبزي    =dثراي جبثجبيي حميمي
 

rFFFrFrFrF

 ......).(....... 321321 =u 
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ًمطِ ثراي توبم تغيير  ,تئَري وبر هجبزي هي گَيذ وِ اگر ًمطِ اي در تعبدل ثبشذ جوع ول وبرّبي هجبزي ًيرٍّبي ٍارد ثر اى

. هىبًْبي هجبزي اى ًمطِ صفر خَاّذ ثَد

 

لازم                                 اگر تعبدل  R=0  δu=0             لازم و كافی   

R=0 R.δr=0 δu=0وبفي 
 
 

جوع ول وبرّبي هجبزي ًيرٍّبي خبرجي  ,اشذّوچٌيي تئَري وبر هجبزي ثراي يه جسن صلت هي گَيذ وِ اگرجسوي درتعبدل ة

. ٍارد ثرآى جسن ثراي ّرتغييرهىبى هجبزي صفر خَاّذ ثَد

 

را  0Mثباستفبدُ ازرٍش وبرهجبزي ًيرٍي وَپل : مثال

. طَري ثذست آٍريذ وِ سيستن رٍثرٍ درتعبدل ثبشذ 

 

  ازير. وبراًجبم ًوي دٌّذ Aعىس العول ّب درًمطِ : حل
افمي است درحبليىِ                                                                                             Dعىس العول درًمطِ .تىيِ گبُ است

                حروت هي تَاًذ درجْت عوَدي ثبشذ پس وبردرآًجب ًيس                                                                

ًيرٍّبي داخلي وبرشبى                                                                                          Bّويٌطَردرًمطِ . صفرخَاّذثَد

  .صفر است چَى  دٍ عضَ ّوذيگر را خٌثي خَاٌّذ ورد

 

00 0  CWyMu                                      

BD دٍراى هجبزي عضَ                              

         cy  C تغيير هىبى هجبزي ًمطِ   

         )(sin2cos2 
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yay c
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  Lٍ طَل  Wّر وذام ثِ ٍزى  OA ٍABدٍ هيلِ :مثال

                                                                              را ثراي          Pهمذارلازم. لَلا شذُ اًذ Aثِ يىذيگر در ًمطِ 

. ثذست ثيبٍريذ 30تعبدل ايي سيستن در حبلتيىِ
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  بر استاتیک يا مقدمه :1فصل  - 1
  :شود می بندي تقسیملی به دو دسته موضوع علم مکانیک به طور ک

  دارد سروکارنیروها  تأثیراین قسمت با تعادل اجسام تحت  :استاتیک) الف
  .کند میاین قسمت حرکت اجسام را بررسی  :دینامیک) ب

  :مفاهیم بنیادي 1-1
  شود میدر این قسمت برخی از تعاریف بنیادي مورد نیاز در درس استاتیک به صورت خلاصه بیان 

وضعیت ایـن جسـم نیـز بـا     . شود میهندسی است که توسط اجسام اشغال  اي ناحیه :)Space( فضا - 1
 2در مسائل دو بعـدي،  . شود مینسبت به دستگاه مختصات بررسی  اي یهزاوخطی و  هاي یريگ اندازه

 .مختصه مستقل وجود دارد 3در سه بعدي و 
مهـم در دینامیـک بـوده و در     هـاي  یتکمکه یکی از  یدادهاستروتوالی  یريگ اندازه :)Time( زمان - 2

 .شود میاستاتیک به طور صریح وارد ن
یک جسم است و مقاومت جسم را در برابر تغییر سرعت ) اینرسی(لختی  یريگ اندازه :)Mass( جرم - 3

 .دهد یمنشان 
نیرو گرایش دارد جسم را در جهت کنش . یک جسم بر جسم دیگر است العمل عکس :)Force( رونی - 4

از این رو نیرو به صورت  شود مینیرو با مقدار و جهت آن مشخص  یککنش . خود به حرکت در آورد
 .شود میبرداري بیان 

از نظر ریاضی، ذره جسمی اسـت کـه ابعـادش نزدیـک      .است یزناچجسمی با ابعاد : )Particle( ذره - 5
 .در نظر گرفت توان میمتمرکز شده باشد  يا نقطهبه صورت جرمی که در  آن راصفرند به طوري که 

 يمنظورهـا اگر تغییر فاصله بین هر دو نقطه دلخواه از جسمی بـراي   :)Rigid Body( جسم صلب - 6
ارت دیگر جسمی را صلب گویند کـه تغییـر شـکل    به عب؛ باشد، جسم را صلب میگویند یزناچبررسی 

 .ندهد

  اسکالر و برداري يها تیکم 1-2
اسـکالر و   هـاي  یـت کماز  انـد  عبـارت کـه   شـوند  مـی طور گسـترده اسـتفاده    به در علم مکانیک دو نوع کمیت

  .برداري هاي یتکم
مانند زمان، حجم، چگالی، انرژي و  شوند میهستند که فقط با یک مقدار مشخص  هایی یتکم: کمیت اسکالر

  .جرم
 الاضـلاع  متـوازي ی هستند که داراي جهـت و مقـدار هسـتند و از قـانون جمـع      های کمیت: يبردار هاي کمیت

  .مانند جابجایی، سرعت، شتاب، نیرو، گشتاور و اندازه حرکت کنند میپیروي 



  3  1فصل  –استاتیک 
 

  .شوند می بندي دستهاد، لغزان و ثابت آز بردارهايبه  دهند میفیزیکی را نشان  هاي کمیتکه  بردارهایی
برداري است که خط اثر آن یک خـط یکتـا در فضـا نیسـت مـثلاً اگـر        ):Free Vector(بردار آزاد  - 1

بدون چرخش حرکت کند، حرکت یا تغییر مکان هر نقطه از جسم را بـه عنـوان یـک بـردار      یجسم
لـذا   کنـد  میاین بردار، جهت و مقدار تغییر مکان هر نقطه از جسم را توصیف . در نظر گرفت توان می

 .دهند میتغییر مکان چنین جسمی را با بردار آزاد نمایش 
با خط اثر یکتا در فضا اما نقطه اثـر آن یکتـا نیسـت     استبرداري  ):Sliding Vector(بردار لغزان  - 2

واقـع در   يا نقطهدر هر  توان می این نیرو را کند میم صلبی اثر مثلاً وقتی یک نیروي خارجی بر جس
آن بر جسم به عنوان یک کُل تغییر کند و لذا یک بردار  تأثیرامتداد خط اثر آن وارد نمود بدون آنکه 

 لغزان خواهد بود
 نیـروي وارد بـر   العمل عکس. برداري است که نقطه اثر آن یکتا است ):Fixed Vector(بردار ثابت  - 3

در ایـن حالـت   . نمـود  مشـخص را باید با یک بردار ثابت در نقطه اثر نیرو  یرپذ شکلیک جسم تغییر 
 .داخل جسم به نقطه اثر نیرو و نیز مقدار و خط اثر آن بستگی دارد يها شکلو تغییر  یروهان

  بردارهانمایش  يقراردادها 1-3
Vیا  Vکمیت برداري مانند وي را به یکی از دو صورت 

  جهت این بردار با علامت پیکان و . دهند مینمایش
  .شود مینمایش داده  Vآن به صورت  اندازه

  عملیات برداري 1-4
نحوه این جمـع   1-1 شکل در . است الاضلاع يمتوازرداري استفاده از روش جمع دو کمیت ب يها روشیکی از 

  .نمایش داده شده است

 
  الاضلاع يمتوازجمع برداري به روش : 1- 1 شکل 

  :دهند میبه صورت زیر نمایش  يا رابطهجمع برداري را به صورت 

1 2
V V V 
  

 

  .نشان داده شده است 2-1 شکل که در  باشد یمجمع دو بردار روش مثلث  يها روشیکی دیگر از 
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  جمع دو بردار به روش مثلث: 2- 1 شکل 

در هر دو روش جمع برداري باید به این نکته توجه داشت که باید حداقل یکی از دو بردار جمـع شـونده    ۞
  .بردار آزاد باشد

ونده را نیاز باشد که دو بردار را از یکدیگر کم نماییم تنها کافی اسـت راسـتاي بـردار کـم ش ـ     يا مسئلهاگر در 
  .سپس با بردار اولیه جمع کنیم و معکوس کرده

 
  نمایی از معکوس کردن و تفریق دو بردار از یکدیگر: 3- 1 شکل 

 1 2 1 2
V V V V V V      
     

 

 4-1 شـکل  در . نامند یم بردار يها مؤلفهیک بردار مشخص باشد را  ها آندو یا چند بردار که جمع برآیندي 
از ایـن رو  . باشـند  نمیبردار بر یکدیگر نمود  مؤلفهدو  aدر شکل . شود میبرداري مشاهده  يها مؤلفهنمایی از 

را با  ها آن
1

V  و
2

V  در شکل . دهیم یمنمایشb  بر یکدیگر عمـود هسـتند و یکـی افقـی و دیگـري       مؤلفهدو
بردار بر هم عمود بوده اما  هاي مؤلفه cدر شکل . دارد فراواناین نوع تجزیه در استاتیک کاربرد . عمودي است

  .باشند نمیبه صورت افقی و یا عمودي 

 
 بردارهاانواع تجزیه : 4- 1 شکل 

1tan y

x

V

V
 

      
  

بـه صـورت زیـر     آن رایکه نمایش دهیم  هاي مؤلفهاگر بخواهیم برداري را با استفاده از در مختصات دو بعدي 
  :نویسیم می
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cos

sin

x y

x

y

V V i V j

V V

V V




 
  

  

 

  .دهیم میبه صورت زیر نمایش  آن را هاي مؤلفهدر حالت نمایش سه بعدي یک بردار نیز 

 
  سه بعدي یک بردار هاي مؤلفهنمایش : 5- 1 شکل 

2 2 2

cos

, cos ,

cos

x y z

x x

y y x y z

z z

V V i V j V k

V lV l

V mV m V V V V

V nV n





  
                 

  

 

,در عبارت بالا  ,l m n  هادي مربوط به بردار  هاي ینوسکسراV توجه داشته باشید که همواره. نامند یم:  
2 2 2 1l m n    

  قوانین نیوتن 1-5
  :از اند ارتبعنیوتن سه قانون مهم را بیان نمود که 

  :قانون اول
اگر هیچ نیروي غیر صفري به یک ذره وارد نگردد، این ذره در صورت ساکن بودن بـه طـور همیشـگی سـاکن     

  .خواهد ماند و اگر با سرعت ثابت در حرکت باشد با همان سرعت حرکت خواهد نمودباقی 
  :قانون دوم

این قانون به صورت رابطـه  . باشد یم ها آن جهت هم و متناسب بر آنوارده  هاي یروينشتاب یک ذره با برآیند 
  .شود میزیر بیان 
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F ma
   

  :قانون سوم
  .باشند یمبا یکدیگر برابر و در خلاف جهت یکدیگر  کند میکه میان دو جسم اثر  العمل عکسنیروي عمل و 

  آحاد 1-6
ایـن   6-1 شکل در . و سیستم انگلیسی گنجاند SIدر دو سیستم آحاد  توان میمهم در استاتیک را  هاي کمیت

  .اصلی مکانیک در هر دو سیستم نمایش داده شده است هاي یتکمآحاد براي 

 
  ها آناصلی در مکانیک و آحاد  هاي یتکم: 6- 1 شکل 

ایـن  . دهنـد  میبا حرف بزرگ نمایش  آن رابوده و به سبب آنکه از نام نیوتن برداشته شده است  Nواحد نیرو 
  .با سه واحد اصلی یعنی جرم، طول و زمان به صورت زیر نمایش داد توان میواحد را 

  
  

  
 آنبه عبارت دیگر یک نیوتن عبارت است از مقدار نیرویی که باید بـه یـک کیلـوگرم جـرم داده شـود تـا بـه        

  .متر بر مجذور ثانیه داده شود 1شتابی معادل 
اسـتاندار   آحـاد در هر کـدام از دو سیسـتم    شود میشتاب گرانش که در استاتیک به صورت گسترده استفاده 

  :است با برابرمقدار به خصوصی دارد که 

  
  .نمایید یمو انگلیسی را مشاهده  SIنمایی از تبدیل آحاد  7-1 شکل در 
۞ند در حدود نیم کیلو و هر سه فوت در حدود یک متر استبه طور کاربردي خوب است بدانیم که یک پ.  
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  انگلیسی و SI يواحدهانمایی از تبدیل : 7- 1 شکل 

  قانون گرانش 1-7
هـر گـاه دو    .شـود  میاین قانون به صورت رابطه زیر بیان . یا گرانش توسط نیوتن بیان شده استجاذبه قانون 

ذره 
1

m  و
2

m  در فاصلهr )از یکدیگر قرار داشته باشند، نیرویی معـادل  ) فاصله از مرکز ذراتF   در خـلاف
  .کنند یمجهت به یکدیگر وارد 

 
  نماي نیروي جاذبه بین دو ذره: 8- 1 شکل 

1 2
2

Gm m
F

r
  

G  ثابت عمومی جاذبه 6.673E 11 واحد ،G چیست؟  

را  هـا  آنمتري هم قرار دارند نیـروي جاذبـه بـین     1کیلوگرم در فاصله  20و  10 يها جرمدو ذره به  :1مثال 
  . محاسبه کنید

 
1 2
2 2

6.673E 11 10 20
1.3346E 8N

1

Gm m
F

r

  
     
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  :2مثال 

 
  :3مثال 

  

  

  



 

  نیرو يها دستگاه: 2فصل  -2
  نیرو 2-1

نیـرو یـک کمیـت بـرداري اسـت و بـا انـدازه و جهـت         . نیرو عبارت است از اثر یک جسم بر روي جسم دیگر
  .شود می دیک نیرو در راستاي کابل وار 1-2 شکل مثلاً در . شود میمشخص 

 
  اثر نیرویی یک کابل متصل به لچکی: 1-2 شکل 

. 2-2 شـکل  در راستاي خط اثرش منتقل نمـود   آن را توان میاز آنجا که نیرو یک بردار لغزان است از این رو 
در این درس تمـامی اجسـام   . شود میبودن نیرو تنها به واسطه فرض اعمال بر جسم صلب توجیه  لغزانفرض 

  .شود میبه صورت صلب در نظر گرفته 

 
  جابجایی نیرو در راستاي خط اثرش مثالی از: 2-2 شکل 

 یروهـاي ن. شـوند  مـی  بنـدي  یمتقس ـ نیروهاي جسمیو تماسی  یروهايننیروهاي به طور کلی به دو دسته 
 یروهـایی ننیروهـاي جسـمی نیـز بـه     . شوند میتماسی از طریق تماس فیزیکی مستقیم میان دو جسم تولید 

  .مانند نیروي جاذبه و نیرو الکترومغناطیس کنند یمکه از دور بر جسم اثر  یندگو
 در کل هر نیرویی در واقعیت به یک سطح. و یا به صورت گسترده شوند مییا به صورت متمرکز اعمال  یروهان

به صـورت تقریبـی    توان میحال اگر سطح اثر نیرو کم شود . نامند یمنیروي گسترده  آن راکه  شود می اعمال
  .نیرو را متمرکز در نظر گرفت

  به صورت زیر نمایش داد توان میدو نیروي متلاقی را 
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  . آورد به دستمقدار نیروي برایند را  الاضلاع متوازيبه راحتی و با استفاده از روش  توان میدر این حالت 

  
در یک صفحه باشـند کـه اگـر در     يا گونهبه بلکه  نکنندیک دیگر را در یک نقطه قطع  نیروها توانند میگاهی 

  .با یکدیگر جمع نمود الاضلاع يمتوازرا با استفاده از روش  ها آنراستاي خط اثرشان انتقال پیدا کردند، بتوان 
حتماً خط اثر یکـی از   بایست یم اگر بخواهیم دو نیروي بالا را با استفاده از روش مثلث با یکدیگر جمع کنیم،

برایند ثابت مانده است اما بـه دلیـل آنکـه     برداریر داد در این حالت با وجود آنکه اندازه و جهت را تغی نیروها
  .از این روش براي جمع دو بردار استفاده نمود یدنبا یداکردهپخط اثرش تغییر 

  
  نیروهاتجزیه متعامد  2-1-1

شکل گرفته است  الاضلاع متوازياین روش بر پایه روش جمع . ستنیروهاروش تجزیه  ینتر متداولاین روش 
  .باشند یمبر یکدیگر عمود  محورهااما در آن 

  
x y

F F F 
  

 

x y
F F i F j 
  
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در هر مسئله اگر محور مختصات داده نشده بود، دانشجو یک محور مختصـات را در نظـر    شود میتوصیه اکید 

  .شود میانواع تجزیه نیرویی دیده  3-2 شکل در . گیرد

 
  مختصات گوناگون و تجزیه نیرو در راستاي هر کدام يها دستگاهانتخاب : 3-2 شکل 

این کار در استاتیک به طور گسـترده اسـتفاده   . آن است يها مؤلفهیک روش دیگر براي جمع دو بردار، جمع 
  .جمع دو نیرو با این روش نشان داده شده است 4-2 شکل در . گردد یم

 
  نیروها يا مؤلفهجمع : 4-2 شکل 

  
  

  
ي نیروهابا توجه به شکل،  :1مثال 

1
F ،

2
F  و

3
F  همگی به نقطهA  هـر کـدام از    يهـا  مؤلفـه . شـود  مـی وارد

  .را محاسبه کنید نیروها
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  .یکه به دست آورید يها مؤلفهبا توجه به شکل نیروي برایند را به صورت  :2مثال 
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زاویه بین دو بردار زمانی که مانند قانون مثلث در امتداد  . شود میبه صورت زیر بیان : ها ینوسکسقانون 

از یـک نقطـه رسـم     الاضـلاع  متـوازي دار زمـانی کـه ماننـد قـانون     رزاویه بین دو ب و  شود مییکدیگر رسم 
  .شوند می

  .شود میبراي اندازه بردار برایند استفاده  قانوناز این 
2 2 2

2 2 2

2 cos

2 cos

R A B AB

R A B AB





  

  
 

که طول هـر ضـلع از    کند میاین قانون بیان . این قانون براي یافتن زاویه بردار برآیند است :قانون سینوسها
  .یک مثل به سینوس زاویه مقابل آن مقدار ثابتی است

sin sin sin
A B C
  

   

  گشتاور 2-2
نیرو علاوه بر آنکه تمایل به حرکت دادن جسم در امتداد خط اثرش دارد، ممکن اسـت موجـب دوران جسـم    

محـور دوان جسـم    توانـد  یم ـبا خط اثر یک نیـرو   ينامتوازهر محور غیر متقاطع و . حول یک محور نیز شود
  .5-2 شکل کردن پیچ  به طور مثال آچار براي باز. تمایل نیرو به گرداندن جسم را گشتاور گویند. باشد
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  نمایی از یک آچار براي نمایش مفهوم گشتاور: 5-2 شکل 

عبـارت   OOمحـور   حـول  Fمقدار گشـتاور نیـروي   . یک جسم دو بعدي نمایش داده شده است 6-2 شکل در 
را بازوي  dدر استاتیک . نمایش داده شده است dدر فاصله عمودي نیرو و محور که با  Fاست از مقدار نیروي 

  .شود میاین صورت گشتاور به صورت زیر تعریف  در. نامند یمگشتاور 

.M F d  

 
  تعریف گشتاور در دو بعد: 6-2 شکل 

با استفاده از رابطه بالا مقدار گشتاور به دست آمد اما چون گشتاور یک بردار است بنابراین نیاز به جهـت نیـز   
خواهـد   zگشتاور حتماً در امتـداد محـور    آنگاهبه جسم وارد شود  xyدر صفحه دو بعدي  یروهان اگر. باشد یم

  .است یصتشخ قابلجهت گشتاور نیز به استفاده از قانون دست راست به سادگی . بود
سـاعت  بودن گشتاور این است که اگر جهت چرخش نیرو حول محور پـاد   –یا + یک راه ساده براي تشخیص 

  .خواهد بود –بود مقدار گشتاور  CW ساعت گردو اگر + بود مقدار گشتاور  CCW گرد
  .است N.mکه از رابطه محاسبه آن آشکار است،  گونه همانواحد گشتاور 

گشـتاور بـراي   . روش دیگري نیز براي محاسبه گشتاور وجود دارد که بیشتر در مسائل سه بعدي کـاربرد دارد 
بـه صـورت زیـر تعریـف     ) کنـد  مـی برداري که محور را به نقطه اثـر نیـرو متصـل    ( rبا بردار وضعیت  Fنیروي 

  .نگاه کنید 6-2 شکل به . شود می

M r F 
   
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  ):Varignon’s Theorem(قضیه وارینیون 
حـول هـر    یـرو نطبق این قضـیه گشـتاور یـک    . دهد یماصول مکانیک را تشکیل  یدترینمفاین قضیه یکی از 

  .آن حول همان محور يها مؤلفه يگشتاورهامحور برابر است با مجموع 
  :اثبات

 
  اثبات قضیه وارینیون: 7-2 شکل 

O
M r R 
   

  از طرفی 

R P Q 
  

 

  بنابراین

 O
M r P Q r P r Q      
        

  :نوشت توان می 7-2 شکل حال براي حالت ساده دو بعدي با توجه به . رابطه اخیر به صورت کلی بیان شد
.

O
M Rd pP qQ     

  .آورید به دست Oمقدار گشتاور نیروي وارده بر سازه مقابل را حول محور گذرنده از نقطه : 3مثال 

  
  :روش اول



  16  3فصل  –استاتیک 
 

  
  :روش دوم*

  
  :روش سوم
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  :روش چهارم

  
توجه شود که تنها در روش چهارم مستقیماً علامت گشتاور توسط رابطه بیان شد این در حالی اسـت کـه در   

  .شد یمبودن جهت تشخیص داده  CCWیا   CWسه روش قبلی باید بر اساس 

  کوپل 2-3
 با توجه به شکل زیـر مشـاهده  . نامند یمگشتاور حاصل از دو نیروي مساوي، مخالف و نا هم خط اثر را کوپل 

ش در جسـم ایجـاد   رخو تنهـا اثـري بـه صـورت چ ـ     کننـد  یمیکدیگر را خنثی  F–و  Fکه دو نیروي  شود می
در بـین دو   استمحوري که گشتاور حاصل از کوپل حول آن  .شود میکه تحت عنوان کوپل شناخته  کنند یم

  .نیرو قرار دارد

 
  نمایش یک زوج نیرو: 8-2 شکل 

  
که در  باشد یم گشتاورهانیز مانند  ها پلجهت کو. باشد یمبین دو نیرو  يعمودمقدار فاصله  dفوق  عبارتدر 

  .شود میمشاهده  9-2 شکل 
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  جهت و علامت کوپل: 9-2 شکل 

. با یکـدیگر معـادل نمـود    ها آنحالات مختلف یکسانی در  توان میآن است که  ها کوپلیکی از خواص مهم در 
  .استشده حالات معادل کوپل نشان داده  10-2 شکل در 

 
  انواع کوپل يساز معادل: 10-2 شکل 

  نیرو کوپل هاي یستمس 2-4
خط اثر یک نیرو را جابجا کنیم بدون  خواهیم میمهم کوپل در هنگامی است که به دلیلی  يکاربردهااز  یکی

  .حالات معادل نیرو و کوپل آمده است 11-2 شکل به عنوان مثال در . آنکه اثر نیرو روي جسم تغییر نکند

 
  سیستم کوپل و نیرو: 11-2 شکل 

 Bاین نیرو را بـه نقطـه    خواهیم می. وجود دارد Aکه نیروي گذرنده از نقطه  شود میمشاهده  11-2 شکل در 
سـپس  . اضـافه کنـیم   Bدر جهت و خلاف جهت آن در نقطـه   Fکافی است یکی نیرو به موازات . منتقل کنیم

بنابراین هر گاه بخواهیم خط اثر یک نیـرو را تغییـر   ؛ یک کوپل و یک نیرو حاصل شده است شود میمشاهده 
  .دهیم باید یک کوپل نیز به سیستم اضافه نماییم تا اثر هر دو نیرو یکسان شوند

نیوتنی بـه کوپـل حاصـل از     100 یروهاينرا طوري بیابید که کوپل حاصل از  در شکل زیر زاویه  :4مثال 
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  .نیوتن برابر باشد 400به مقدار  P یروين

  

  
  .کنند یماز رابطه زیر استفاده  یروهانبراي استفاده در حالت کلی از برآیند 
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فـرض کنیـد نیـرو از    . نماییـد  Oدر نقطـه   موجود را با یک نیرو جایگزین کوپلدر شکل زیر نیرو و  :5مثال 
  .را بیابید OCروي اهرم گذر کند در این صورت طول  Cنقطه 

  
  

3200 (120 10 ) 24N.m
Couple

M       

 
 

3

3

400 300 10 cos 60

400 150 10 60N.m
F

M 



   

       

 

در . منتقل شده است Cنیرو به نقطه  کنید یمحال فرض . یک نیرو و یک گشتاور داریم Oبنابراین در نقطه  
  .یابیم یمرا به صورت زیر  OCاین حالت مقدار 

 400 OC cos60 84 OC 420mm      

 

 : تمرین 2-5

  2فصل  7کتاب مریام ویرایش 
6-13-20-28-35-36-37-40-43-49-52-58-62-66-71-100



 

  تعادل: 3فصل  - 3
؛ صنعتی سروکار دارد هاي سازهعلم استاتیک اصولاً با توصیف شرایط نیرویی لازم و کافی براي برقراري تعادل 

  .پرداخته خواهد شد باشد میبخش در استاتیک  ترین مهمبنابراین در این فصل به تعادل که 
و گشـتاور   Rلذا نیروي برآیند . صفر است بر آنوارده  نیروهايحال تعادل است، برایند تمام در  یجسموقتی 

  :از اند عبارتبنابراین معادلات تعادل در حالت کلی ؛ باشند میهر دو صفر  Mبر آیند 

0

0

R F

M M

 

 



 
   

معـادلات بـالا بـه صـورت بـرداري      . باشـند  مـی  تعـادل  يبـرا توجه شود که شروط فوق، شرایط لازم و کـافی  
معادله مستقل و در سه بعد به شش معادله مسـتقل تفکیـک    3بنابراین این معادلات در دو بعد به ؛ باشند می
  .شوند می

  :براي مسائل دو بعدي
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 :براي مسائل سه بعدي
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مجهول و در  3 توان میدریافت که در حالت دو بعدي تنها  توان میبدیهی است که با توجه به تعداد معادلات 
  .مجهول را از معادلات فوق یافت 6حالت سه بعدي 

 نیروهاينکته بسیار مهم در تمامی مسائل استاتیک آن است که قبل از استفاده از معادلات تعادل باید تمامی 
فقدان حتی یک نیرو منجر به نادرست شـدن پاسـخ   . و ترسیم شوند شده تحلیله طور مفصل وارده بر جسم ب

  .خواهد شد
جسم و یا ترکیبی از اجسام را تحلیل کنیم باید جسـم یـا اجسـام مـذکور را در ابتـدا از       خواهیم میزمانی که 

 انجـام ) Free Body Diagram(توسط نمودار جسم آزاد جسـم   جداسازياین  .تمامی اجسام دیگر جدا کنیم
  .شود مینمودار آزاد یاد  عنواندر ادامه براي سهولت از آن به  ؛ کهشود می

https://iranarze.ir/es2062
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  .استگام در حل مسائل مکانیکی  ترین مهمترسیم یک نمودار آزاد درست و کامل : نکته

  روهاین العمل عکس يساز مدل 3-1
  .نمایش داده شده است یروهان يساز مدلناگون وانواع گ 1-3 شکل در 

 
  یروهان يساز مدلانواع گوناگون : 1- 3 شکل 

  .ی بر جسم نشان داده شودنیروهای، اثر آن باید به صورت نیرو یا شود میتوجه شود که هر گاه جسمی حذف 
  .در تمامی موارد فوق باید به قانون سوم نیوتن نیز توجه کافی نمود
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  یروهان يساز مدلانواع گوناگون : 1-3 شکل ادامه 

  ترسم نمودار آزاد اجسام 3-2
  :نمود خلاصهزیر  صورتبه  توان میجسم آزاد را  نمودارروش کلی براي ترسیم 

انتخابی باید معمولاً شامل یک یـا   یستمس. جدا کنید خواهید یممشخص کنید کدام سیستم را  ابتدا - 1
 .تعداد بیشتري از مجهولات باشد
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این مرحله بسـیار مهـم اسـت و    . جدا کنید آن را دهد یمبا ترسیم نموداري که مرز سیستم را نشان  - 2
 .قبل از رفتن به مرحله بعد اطمینان حاصل کنید که سیستم کاملاً جدا شده است

را مشخص کنید و در جهت درست اعمال  کند میبر جسم اثر  شده حذفتمام نیروهایی که از اجسام  - 3
 .  نمایید

  . اضافه نمایید توانید یمز در این مرحله نیروهاي حجمی مانند وزن را نی
  .ترسیم کنید تمامی نیروهاي معلوم را در جهت  و مقدار درست خود

اگر جهت بردار نیرو نیز مجهول اسـت  . نیز جهتی را به صورت اختیاري فرض کنید مجهول نیروهايبراي 
ست و در غیـر  آمده یعنی جهت در به دست+ اگر در انتهاي حل مقدار نیرو . نیز فرضی لحاظ کنید آن را

  .معکوس بوده است یعنیاین صورت 
 . را بر روي سیستم نشان دهید یانتخابمختصات  يمحورها - 4

  از نمودار جسم آزاد ییها نمونه 3-3

 
  از نمودار جسم آزاد يا نمونه: 2- 3 شکل 
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  از نمودار جسم آزاد يا نمونه: 2-3 شکل ادامه 

  .هر چهار مرحله انجام شده است 2-3 شکل  ينمودارهاتوجه شود که در تمامی 
مگر آنکه در صورت مسـئله بـراي جسـم     شود میتوجه شود که در این درس جرم اجسام ناچیز در نظر گرفته 

  .مدنظر جرم داده شده  باشد
  :نمود يبند دستهبه صورت زیر را  یروهاندل اتع يها حالت توان میدر حالت کلی 
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  و سه نیرویی ییرویو نعضوهاي د  3-4

  . قراردادرا باید مورد توجه  دهد یمدو حالت تعادل را که اغلب روي 
 3-3 شـکل  در  تـوان  مـی دو نمونه از ایـن اعضـا را   . تنها دو نیرو است یرتأثحالت اول، تعادل یک جسم تحت 

  .مشاهده نمود

 
  از اعضاي دو نیرویی ییها نمونه: 3- 3 شکل 

در اعضاي دو نیرویی باید هر دو نیرو داراي یک خط اثـر و همچنـین داراي مقـدار برابـر ولـی در راسـتاهاي       
توجه شود این حالت تنها زمانی . در این شرط ندارد یريتأثنکته مهم آن است که شکل عضو . معکوس باشند

  .رخ خواهد داد اخر پاهدر  اغلباین حالت . شده باشد نظر صرفرخ خواهد داد که از جرم جسم 
نمایی از یک عضو  4-3 شکل در . سه نیرو باشد یرتأثحالت دوم، عضو سه نیرویی است یعنی عضوي که تحت 

ه نیرویی وجود دارد که عبارت اسـت از  یک شرط بسیار مهم در اعضاي س. سه نیرویی نمایش داده شده است
مـوازي   باهمزمانی است که سه نیرو  استثناءتنها . آنکه هر سه نیرو بایستی یکدیگر را در یک نقطه قطع کنند

  .باشد
در این . به راحتی سه نیرو را به صورت مثلث ترسیم نمود توان میکاربردشان آن است که  ترین مهماین اعضا 

 تـوان  میسپس با استفاده از قضیه سینوس ها به راحتی . آید ینمبه وجود  یروهانوسط حالت هیچ گشتاوري ت
  .مقادیر و یا زوایاي مجهول را محاسبه نمود

 
  نمایش یک عضو سه نیرویی: 4- 3 شکل 

  .را که در مفصل خرپاي زیر نشان داده شده است را بیابید Tو  C نیروهايمقدار : 1مثال 
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در . یکی مقدار و دیگري راستاي آن اسـت . توجه شود که بردار به دلیل ذات خود همواره دو مجهول دارد ۞

مجهول، از این رو با نوشتن تنهـا دو معادلـه از    ها آنهر دو بردار معلوم بود و تنها مقدار  يراستاهامثال اخیر 
  .معادلات تعادل مسئله حل شد

روي سطح افقـی قـرار    Bو  Aانتهایش در  يها غلتککیلوگرم ابتدا توسط  100شکلی به جرم  Iتیر  :2مثال 
 Aتهـاي  متـر بـالاي ان   3را بـه ارتفـاع    Bبه تیر متصل است، انتهاي  Cبا کابلی که در نقطه  خواهیم می. دارد

  .تیر با افق را بیابید و زاویه  Aلازم، واکنش در  Pکشش . بیاوریم
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250kفنر  یسختاگر . با سازه زیر متصل است Aدر نقطه ) lb(پندي  400یک وزنه : 3مثال  lb in  باشد

0و فرض شود در زمان    فنر اصلاً کشیده نشده باشد، زاویه در حالت تعادل را بیابید.  

  
  

  
آن متصـل   يبـه انتهـا  متر را با طنابی که  4کیلوگرم و طول  10خواهد تیري را به جرم می یشخص :4مثال 
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  .را بیابید گاه یهتک العمل عکسمقدار کشش طناب و . است در وضعیت زیر نگه دارد

  

  
و سـپس مسـئله را حـل     یـه تجزرا  گاهی یهتکنیروي . آورید به دسترا رسم و زوایاي را  یروهانمثلث : تمرین
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  .آمده مقایسه کنید به دستو با پاسخ  رنمودا
و عکـس العمـل تکیـه هـایی را      سـپس کشـش طنـاب   . دیاگرام آزاد هر سه پولی زیر را رسـم کنیـد  : 5مثال 

  .نمایید محاسبه

  

  
  .شعاع پولی استحل این مسئله و پاسخ هاي آن مستقل از  :نکته

 150جـرم میلـه   . کشش طنـاب و عکـس العمـل تکیـه گـاهی را بدسـت آوریـد       در شکل زیر نیروي  :6مثال
  .کیلوگرم است
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  .نیوتن است 3000وزن سازه  . عکس العمل تیکه گاهی را در سازه زیر بیابید: 7مثال
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 شود میهمانگونه که در رابطه بالا مشهاده 
1A

R  ایـن موضـوع نشـان میدهـد کـه      . مقداري منفی بدست آمـد
  .جهت نیرو برعکس فرض شده است

  قیدها و تعین استاتیکی 3-5
تمام اطلاعـات لازم بـراي محاسـبه تمـام      ها آنولی . باشند میمعادلات تعادل شروط لازم و کافی براي تعادل 

جواب آنکه ایـن معـادلات بـراي حـل مسـئله کـافی       . دهند ینممجهول بر یک جسم داراي تعادل را  نیروهاي
  .نامند یمحرکت را قید  هاي یتمحدود. است گاهی یهتک یدهايق يها مشخصهاست، 

از حد مورد نیاز براي حفـظ تعـادل    یشبخارجی و  هاي گاه یهتککه شامل  ها آنیک جسم صلب یا ترکیبی از 
بـدون آنکـه بـه وضـعیت تعـادل جسـم        ها آن توان میکه  هایی گاه یهتکبه . نامند یماستاتیکی  یننامعباشد را 

  .نامند یماضافی  گاه یهتکوارد شود حذف نمود را  يا لطمه
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به عبارت دیگر تعداد مجهولات منهـاي تعـداد   ؛ گویند یممازاد را درجه نامعینی استاتیکی  هاي گاه یهتکتعداد 
  .کند میرا تعیین  ینینامعمعادلت درجه 

  ینینامعدرجه   معادلات  مجهولات  یغلتک گاه یهتک  مفصلی گاه یهتک  ردیف
1  1  1  3  3  0  
2  1  2  4  3  1  
3  2  1  5  3  2  
4  2  2  6  3  3  

  

  خلاصه 3-6
 .معلوم و مجهول را به خوبی مشخص و تعیین نمایید هاي یتکم - 1
جسـم   نمـودار سپس . جسم و یا اجسامی که باید جدا شوند را به وضوح مشخص نموده و جدا نمایید - 2
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  هاسازه: 4فصل  -4
  مقدمه 4-1

داشته باشید که در  توجه. مکانیکی و به طور خاص خرپاها خواهیم پرداخت هاي سازهدر این فصل به بررسی 
پایه این فصل در فصل گذشته یعنـی   .گیریم میرا به صورت معین استاتیکی در نظر  ها سازهاین فصل تمامی 

  .پذیرد میصورت  ها تحلیلتعادل قرار دارد و بر اساس آن 
. را خرپا میگوینـد  دهند میقاب متشکل از عضوهایی که از انتها به هم متصل هستند و سازه صلبی را تشکیل 

از  رونـد  میکه معمولاً به کار اعضاي خرپا . رایج خرپا هستند هاي سازهاز  ها دکل، ها سقف هاي گاه، تکیه ها پل
بـه  به وسیله پیچ و مهره و یا جـوش   ها آنشکل، ناودانی و یا نبشی است که با در انتهاي  I مقاطعتیرهایی با 

  .اند شدهمتصل  هم

  عضو خرپایی 4-2
 1-4 شـکل  در . عنصر یک خرپا به صورت یک مثلث است که از سـه المـان تشـکیل شـده اسـت      ینتر کوچک

  .از این عنصر نشان داده شده است يا نمونه

 
  عضو یک خرپا ینتر کوچکاز  يا نمونه: 1-4 شکل 

از خرپاهاي مورد اسـتفاده   يا نمونه 3-4 شکل و در  ها پلاز خرپاهاي مورد استفاده در  يا نمونه 2-4 شکل در 
  .مشاهده نمایید توانید یم را ها سقفدز 

 
  ها پلخرپاهاي رایج در ساخت : 2-4 شکل 
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  ها سقفخرپاهاي رایج در ساخت : 3-4 شکل 

در مقابل ایـن واژه مکـانیزم قـرار دارد    . به آن معنی است که خرپا نمی تواند حرکت کند خرپاهاواژه صلب در 
  .از یک مکانیزم نشان داده شده است يا نمونه 4-4 شکل در . که توانایی حرکت دارد

 
  اي یلهماز یک مکانیزم چهار  يا نمونه: 4-4 شکل 

هیچ عنـوان نبایـد نیرویـی      بهو  شود میوارد  ها مفصلوجود دارد، نیرو تنها به  خرپاهایک نکته بسیار مهم در 
فـاقی بیفتـد، سـازه مـذکور     این نکته از آن جهت مهم است که اگر چنـین ات . در محلی بجز مفاصل وارد شود

  .ذاتاً صادق است ها سازهالبته فرض فوق در اغلب  .شود میدیگر خرپا نبوده و به یک قاب تبدیل 
 یروهـا نریبـی مقـادیر ایـن    ر نظر گرفته شود باید به صورت تقنیاز بود جرم اعضا و یا اثر باد د يا مسئله دراگر 

  .تنها در مفاصل لحاظ گردد
نیـرو در   تواننـد  یم ـکـه تنهـا    باشند یماعضاي دو نیرویی  خرپاهاتاکید بالا بیانگر آن است که تمامی اعضاي 

  .توجه نمایید 5-4 شکل به . کششی و یا فشاري باشد تواند یمراستاي خود تحمل کنند که این نیرو 

 
  کششی و فشاري در اعضاي خرپا یروهاين: 5-4 شکل 
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   .باشد یمبه معناي نیروي فشاري  Cبه معناي نیروي کششی و  T، 5-4 شکل توجه شود در 
 يا مسـئله اگـر در  . فرض بر آن است که جرم اعضاي خرپایی ناچیز در نظر گرفته شده است ها حلدر تمامی 

بـه هـر دو مفصـل     yرا در جهت منفی محـور   2mgر نیروي براي عضوي از خرپا جرم داده شد، باید مقدا
  .انتهایی عضو اضافه نمایید

  اعضاي خرپا هاي گاهاتصالات و تیکه  1- 4-2
امـا در  . شوند یمبه یکدیگر متصل ) برخی موارد پیچ(معمولاً در واقعیت اعضاي خرپایی توسط جوش و یا پرچ 

بـه صـورتی کـه امتـداد تمـامی       نماییم یممسائل موجود در استاتیک تمامی اتصالات را به صورت پین فرض 
  .توجه کنید 6-4 شکل پین است به  یريقرارگان مکان از یک نقطه عبور کرده که هم یروهان

 
  نمایی از اتصال چند عضو یک خرپا: 6-4 شکل 

 گـاه  یـه تکمفصـلی و یـک    گاه یهتکی خرپایی، معمولاً تنها از یک های سازهي استاتیکی ها تحلیلانجام  به سبب
 7-4 شـکل  در . نامنـد  یم) Simple truss(خرپاي ساده  اصطلاحبه این نوع خرپا در . کنند یمغلتکی استفاده 

  .کنید یماز خرپاي ساده را مشاهده  يا نمونه

 
  از یک خرپاي ساده يا نمونه: 7-4 شکل 

  8-4 شکل  :ترسیم کنیم خواهیم داشت شده دادهحال اگر نمودار جسم آزاد را براي خرپاي نشان 
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  نمایی از نمودار جسم آزاد یک خرپاي ساده:  8-4 شکل 

مفصلی نیروي افقی لحاظ نشده است زیرا اگر لحاظ شـده بـود مقـدار     گاه یهتکبراي  8-4 شکل توجه شود در 
  .از این رو ترسیم نشده است آمد یم به دستآن برابر صفر 

آوردن نیـروي   به دسـت خرپایی در استاتیک  هاي سازه یلتحلگذشته نیز اشاره شد هدف از  که در گونه همان
  .براي این منظور به طور کلی دو روش وجود دارد. باشد یمداخلی تمامی اعضاي خرپا 

  روش مفصل) الف
  روش مقطع) ب

  تحلیل خرپا به روش مفصل 2- 4-2
در  .وارده به هر کدام از اعضا بر اساس معـادلات تعـادل در مفاصـل اسـت     یروهايناین روش بر پایه محاسبه 

بـه صـورت    تـوان  یم ـوارده بـر آن را   یروهايناگر پین را به عنوان یک عضو مجزا در نظر گیریم، آنگاه  خرپاها
  .نمایش داد 9-4 شکل 

 
  در یک مفصل العمل عکسعمل و  یروهايننمایی از : 9-4 شکل 

  .است 7-4 شکل مفصلی  گاه یهتکبه  مربوط 9-4 شکل  شود می مشاهدهکه  گونه همان
گام اول در حـل مسـائل خرپـا بـه روش مفصـل، رسـم دیـاگرام جسـم آزاد کلـی خرپـا و بـه درسـت آوردن             

  .آن است هاي گاه یهتک العمل عکس
این بـه آن  . دو نیروي مجهول در آن وجود داشته باشد که تنها نماییم یمدر گام دوم از مفصلی شروع به حل 

ل تنها مجاز بـه اسـتفاده از معـادلات تعـادل نیرویـی در      دلیل است که در روش مفصل براي هر کدام از مفاص
  .خواهیم بود yو  xجهات 
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محاسـبه   یروهـا نرا به همین ترتیب براي مفاصل دیگر نیز ادامه میدهمی تا در نهایـت تمـام    ها حل: گام سوم
  .شوند

  .توجه کنید 10-4 شکل به 

 
  مراحل چند گانه حل یک خرپاي ساده: 10-4 شکل 

  خاص يها حالت
  .پرداخته خواهد شد ها آنکه در ادامه به  آید یمخاصی به وجود  يها حالتدر تحلیل مسائل خرپا بعضاً 

 بایسـت  یم ـاگر اعضاي خرپایی به صورت شکل زیر قرار داشته باشند، آنگاه بـر اسـاس معـادلات تعـادل     ) الف
  :)الف 11-4 شکل (
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  :)ب 11-4 شکل ( نوشت توان یمدر این حالت . باشند به همنسبت  دار یهزاودو عضو خرپایی به صورت ) ب

1 2
0F F   

  :)ج 11-4 شکل ( اد قرار داشته باشندو در یک امتدچهار عضو خرپایی به صورت دو به د) ج

1 2

3 4

F F

F F




 

 
 خاص اعضاي خرپایی يها حالت: 11-4 شکل 

  .داخلی را در خرپاي زیر بیابید یروهاينو  ها گاه یهتکالعمل عکس :1مثال

  
را با در نظر گـرفتن دیـاگرام آزاد مناسـب     ها گاه یهتک العمل عکسبدون در نظر گرفتن اعضاي داخلی، ) 1گام 

  .محاسبه کنید
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  Eو  A ،B ،Cبه ترتیب از مفاصل) 2گام 

  .ي بودن آن مشخص شودکششی و یا فشار باست یمتوجه شود بعد از مقدار هر نیرو 

 
Joint A 

 
Joint B

 
Joint C 

 
Joint E 

  
  روش مقطع در حل مسائل خرپا 3- 4-2

یکی از مشکلات روش مفصل آن است که براي بدست آوردن نیرو هاي داخلی اعضا ملزم به محاسـبه تمـامی   
انی که تعداد امري مناسب نیست به خصوص زم باشد میاین کار به دلیل آنکه زمان بر . مفصل ها خواهیم بود
  .در روش مقطع میتوان به صورت مستقیم نیروي داخلی عضو مد نظر را بدست آورد. اعضاي خرپا زیاد باشد

بنابراین تنها در حالتی میتوان نیـرو هـا را محاسـبه نمـود کـه       شود میدر این روش اعضاي خرپا برش خرده 
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  .دحداکثر نیروي سه عضو مجهول باش
  .نحوه عملکرد این روش به صورت زیر است

  
  

در روش مفصـل مـی بایـت در    . را بدست آوریـم  BEفرض کنید بخواهیم در در شکل بالا نیروي داخلی عضو 
  .مجهول می داشت لذا فرایند محاسبه طولانی می شد 2ابتدا از مفاصلی شروع می کردیم که تنها 

است، برشی را بـه صـورت نشـان داده شـده در خرپـا ترسـیم       در روش مقطع همانگونه که در شکل مشخص 
  .میکنیم

  .حال خرپا به دو قسمت تقسیم شده است

 
  نمایی از تقسیم خرپا به روش مقطع: 12-4 شکل 

. جهت یکدیگر اثـر نماینـد   توجه شود که نیرو هایی بر روي هر کدام از میله ها قرار میگیرد بایستی در خلاف
در هر دو قسمت نیروي فشـاري تحمـل کنـد و     شود میبه عبارت دیگر میله اي که به آن نیروي فشاري وارد 

  .برعکس
از ایـن رو میتـوان هـر    . باشد میداراي تعادل استاتیکی  12-4 شکل هر کدام از دو قسمت نشان داده شده در 

بنابراین میتوان در هر برش تنها سـه مجهـول را   . سه معاده تعادل را براي هر کدام از قسمت ها استفاده نمود
  .بدست آورد

نیـز   بهتر است در ابتدا نیروهاي تکیه گاهی محاسبه شوند اما بنابر برش زده شده میتوان بدون محاسبه آنهـا 
  .مسئله را حل نمود

  .توجه داشته باشد که حتماً برش مربوطه تنها از میله هاي گذر نماید و هیچ مفصلی را قطع نکند: نکته
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  .اجباري در آن نیست که خط برش متقیم باشد میتوان یک منحنی باشد مثلاً یه منحنی سینوسی: نکته
  .را بیابید FH ،GH ،GIدر خرپاي شکل زیر نیرو هاي داخلی : 2مثال

  
در ابتدا عکـس العمـل تکیـه گـاهی و زاویـه آلفـا را       . باشد میبهترین روش براي حل این مسئله روش مقطع 

  .بدست می آوریم

 
  :تمرین خرپا
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4-5-7-11-22-24-31-33-38-48  

  :قاب و ماشین 4-3
عضور چند نیرویی عضوي است کـه بـیش   . سیستمی را قاب گویند که حداقل یک عضو آن چند نیرویی باشد

  .شود مینمونه اي از یک قاب مشاهده  13-4 شکل در . از دو نیرو به آن وارد شود

 
  نمایی از یک قاب: 13-4 شکل 

  .روش حل مسائل قاب به صورت زیر است
  .عکس العمل تکیه گاه ها را بدست آورید -1
  زاي قاب را از هم جدا نموده و براي هرکدام دیاگرام آزاد رسم کنیدسپس اج -2

  .قانون سوم نیوتن را در هنگام جدا کردن اجزا لحاظ نمایید: توجه
  .از عضوي که حداکثر سه مجهول دارد شروع به حل کنید -3

  .ممکن است بعضی از اجزا دو نیرویی باشد: توجه
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  :2مثال
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  :3مثال

  
  :تمرین قاب

74-77-78-82-110



 

  نیروهاي گسترده :5فصل  - 5
  مقدمه 5-1

. خط، سطح یا حجم گسترده شده باشند بر روي یکد ه اي از نیرو ها هستند که میتواننیروهاي گسترده دست
N/اگر نیرویی در یک خط گسترده باشد واحد آن  m    و اگر در یک سطح یا حجم گسترده شـده باشـد، بـه

N/2ترتیب  m  3و/N m خواهد بود.  
نیروي گسـترده سـطحی ماننـد نیـروي     . نیروي گسترده خطی مانند وزن یک کابل یا نیروي وارده بر یک تیر

  .و نیروي حجمی مانند وزن یک جسم که به کل آن وارد میگردد وارده از طرف آب به یک سد

  مرکز جرم یک جسم 5-2
کی از معروف ترین راه هاي یافتن آن آویزان نمودن د اما ینتجربی یافتن مرکز جرم متنوع می باش هاي روش

 ـ. و راستا است که بعد از تعادل محل برخورد دو راستا مرکز جـرم را نشـان خواهـد داد   جسم در د ه اي از نمون
  .آمده است 1-5 شکل کاربرد این روش در 

 
  یافتن مرکز جرم به صورت تجربی: 1- 5 شکل 

نیز روشی بر پایه ریاضی وجـود دارد کـه در ادامـه توصـیف خواهـد      جهت یافتن مرکز جرم به صورت تحلیلی 
  .شد

شتاور است به این صورت که می بایست گشتاو حاصل از مجموع جـز  گروش یافتن مرکز جرم بر مبناي اصل 
  به شکل زیر توجه کنید. در مرکز جرم باشد نیرو هاي وزن حول هر کدام از محور ها برابر گشتاور کل وزن
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  .میتوان روابطی را به صورت زیر استخراج نمود بنابراین

 
Wحال اگر در رابطه بالا  mg dW g dm    را جایگذاري کنیم داریم  

 

با استفاده از روابط بالا میتوان مکان مرکزجرم که عبارت است از  , ,G x y z را بدست آورد.  
dmحال اگر در رابطه بالا  dV را جایگذاري کنیم، میتوان نوشت:  

 
  .بنابراین میتوان مرکز حجم، سطح و طول را با استفاده از روابط فوق بدست آورد

  :مرکز حجم

 
  :مرکز سطح
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  :مرکز خط

  

  
  .خواهد داشتاگر جسمی داراي محور تقارن باشد آنگاه مرکز ثقل و جرم آن بر روي محور تقارن قرار : نکته
  .بنابر شرایط یک مسئله ممکن است از مختصات استوانه اي براي یافتن مرکز جرم استفاده شود: نکته
  .اگر جسمی دو محور تقارن داشته باشد، حتماً مرکز جرم روي محل تلاقی دو خط تقارن قرار دارد: نکته
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  .مرکز کمان زیر را بدست آورید: 1مثال

  
 .سپس المانی را مشخص کنیم. بایست یک دستگاه مختصات را در نظر بگیریمدر ابتدا می 

. .
,

e e
x dl y dl

x y
dl dl

 
 
 

 

به جهت سهولت در حل، از مختصات قطبی استفاده میکنیم بنابرین تغییر متغیر هایی به صورت زیر در نظـر  
  .میگیریم

cos

sin
e

e

x R

y R

dl Rd










 

  :حال با جایگذاري داریم

   
 

2
2 2

0 0
2 2

0
0

cos. cos . sin 1
2

2

e
R dx dl R d R

x R R
dl d R R d

R
x




 

   
 



    



 
    

   
 

2
2 2

0 0
2 2

0
0

sin. sin . cos 1
2

2

e
R dy dl R d R

y R R
dl d R R d

R
y




 

   
 




    



 
    

  .دایره اي را بیابید عمرکز سطح یک صفحه رب: 2مثال
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 x ،yو فاصـله آن از محـور    dyضخامت این المان . ابتدا یک المان سطح را به صورت بالا در مظر میگیریم

  :براي حل این مسئله داریم. باشد می xهمچنین طول آن 

. .
,

e e
x dA y dA

x y
dA dA

 
 
 

 

منظور از 
e

y  و
e

x مرکز المان در نظر گرفته شده است.  
2 2 2 2 2x y R x R y      

  طرفیاز 
2 2

2 2e

R yx
x


   

  :حال خواهیم داشت

 
2

2 2

2

. 1
2

4

e edA xdy
R y dyx dA x xdy

x x
A RdA 




   
 


 

   
2

2 2 2 2
3

20
2 2 2

0

1 2
2

2 3

4

R
RR y dy R y dy y

x R y
R R R  

   
     
 

   

4
3
R

x


  

  :همچنین به طریق مشابه خواهیم داشت
4
3
R

y


  
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  :2روش

 2. cos

1
cos

2

e

e

x dA
x

A
dA x dy R d

x R

 





 





 

  .نظر گیریدالمانی به صورت مقابل در : 3روش

  

   21 1
2 2
2

cos
3

e

e

x dA
x

A

dA Rd R R d

x R

 





 





  

  .المانی به صورت مقابل در نظر گیرید: 4روش

 

2
2

e

e

x dA
x

A
r

dA dr

r
x













 
  
  
  
  

  :مرکز سطح شکل زیر را بیابید:3مثال
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,
e e

x dA y dA
x y

A A
 
   

, ,
2e e

y
y x x dA ydx    

2

2 2

20

1
4 4

1
3

4 4

a

x
x b dx

xydx a x a
x x x dx x

a aab ab
   

       
      


  

  :راهنمایی

   32

2 3 2

15

ax b
x ax b dx ax b

a


    

 
sin sin

0 sin 0,
2

x
x a

a

a x a

 


  

   

     
  

  و به همین ترتیب
4
3
b

y


  

  .مرکز سطح محصور زیر را بیابید: 4مثال

 

  1 2
2 1

, ,
2e e

y y
dA y y dx x x y


     

https://iranarze.ir/es2062
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 
 

 
 

7/3 51
1/3 3

2 1 0
1

1/3 3
4/3 42 1

0

13 1
07 5

0.48
13 1
04 4

x x
x x x dxx y y dx

x x
y y dx x x dx x x


    

  


 

 

 2 1
y y dx A   

     
   

1
1/3 3

2 1 2 1 2 2 2/3 60
2 1

5/3 7

2 1 1
2 2

11 3 1
0.43

02 5 7

x x x dxy y y y dx
y y y dx x x dx

A A A A

x x y
A

          

 
     
  


 

 

  
  :5مثال
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  مرکز جرم اجسام مرکب 5-3

 .به صورت مرکبی از چند شکل می باشند توضیح داده خواهد شددر این قسمت مرکز جرم براي اجسامی که 
تجزیـه خواهـد شـد و سـپس بـا       باشـد  میدر این روش جسم ابتدا به شکل هایی که مرکز جرم انها مشخص 

  .استفاده از اصل گشتاور میتوان روابط مربوطه را به دست آورد
در اجسام مرکب به جاي استفاده ار عملگر انتگرال کافی است از عملگر سیگما به صـورت زیـر   به عبارت دیگر 
  .استفاده نماییم

  
  .تنها تفاوت این روابط در جایگزینی سیگما به جاي انتگرال است شود میهمانگونه که مشاهده 

سئله تغییر نکند و مرکز اجسام بـر اسـاس   دستگاه مختصات باید در ابتدا انتخاب شود و در طی حل م :نکته
  .دستگاه مذکور سنجیده شود

اگر شکلی داراي حفره یا قسمت تو خالی بود تنها کافی است به جاي جرم، سطح یا طـول آن قسـمت    :نکته
  .مقدار منفی در نظر بگیریم

  .اگر تنعاد اجزا از دو بیشتر بود بهتر است جدولی مشابه زیر ترسیم شود :نکته

  
  .سعی شود تعداد اجزا کمترین حالت باشد زیرا با افزایش تعداد اجزا دقت بیشتري در محاسبات لازم است

  .مرکز سطح شکل زیر را بیابید :مثال
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  .مرکز سطح شکل زیر را بیابید :مثال
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  قضیه پاپوس 5-4

قضیه ساده بوده و می توان انرا اثبات این . براي یافتن حجم و یا سطح دوار میتوان از این قضیه استفاده نمود
  .براي آنکه سطح دواري را بتوان به دست آور کافی است از رابطه زیر استفاده شود .از کتاب مطالعه نمود

  

   
  .و براي آنکه بتوان حجم دوراي را بدست آورد کافی است به صورت زیر عمل نمود

  

   
  .محاسبه نماییدحجم زیر را با اسفاده از قضیه پاپوس : مثال
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  تیرها 5-5

بی شک تیر یکی از . تیرها سازه هایی می باشند که میتوانند نیروي برشی و گشتاور خمشی زا تحمل نماییند
تیـر هـا میتواننـد سـطح مقـاطع گونـاگونی ماننـد        . باشد میپرکاربردترین سازه هاي مورد استفاده در صنایع 

  .شود میدر زیر نمونه هاي از ین تیر هاي مشاهده . ندرا تحمل نمای... شکل، ناودانی و  Iمزبعی، 

  
در . در تیرها میتوان در نقاط مختلف برش زد و نیروي برشی و گشتاور خمشی موجـود در آن بـرش را یافـت   

تیرها براي انکه بتوان حالت یکنواختی را در نظر گرفـت از اسـتاندارد زیـر بـراي جهـات نیـرو و گشـتاورهاي        
  .باشد میهدف در تیر ها یافتن نقاط بحرانی  .خورده استفاده می نماییم مجهول در مقطع برش
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  عکس العمل؟: مثال

  

  
  :مثال
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  اصطکاك: 6فصل  - 6
  تعریف اصطکاك 6-1

اصـطکاك در همـه   . شـود  مـی تنها بین دو جسم تعریف  یروهاننیروي اصطکاك و ضریب آن نیز مانند تمامی 
مسائل وجود خواهد داشت اما گاهی براي سـهولت در حـل و یـا مقـدار انـدك آن، از اصـطکاك صـرف نظـر         

 رتوجه شود که نیروي اصـطکاك همـواره د  . نامند میسیستمی که اصطکاك نداشته باشد را ایده آل . شود می
  .به شکل زیر توجه نمایید. خلاف جهت حرکت اثر خواهد کرد

 
  .کند میهمواره نیروي اصطکاك در خلاف حرکت عمل : 1-6 شکل 

همواره نیروي اصطکاك موجب تلف شدن انرژي خواهد شد توجه شود که در اغلب مواقع این اتـلاف خـود را   
  .به صورت گرما نشان خواهد داد

  :که عبارت است از باشد میاصطکاك دو نوع 
علـت ایـن اصـطکاك    . آیـد  میاین اصطکاك بین دو جسم جامد به وجود  ):کولمب(اصطکاك خشک ) فال

  .زبري بین سطوح است
  .که عامل موثر در آن لزجت سیال است دهد یم رخسیال  ذراتاین اصطکاك در بین  :اصطکاك تر) ب

نمود و آن اصـطکاك داخلـی    بندي یمتقسجز دسته اول  آن را توان یمنوع دیگري از اصطکاك وجود دارد که 
در ایـن حالـت    شـده  تلفنمونه به وجود خواهد آمد و مقدار انرژي  یکسیکلیک در  يبارگذاراست که در اثر 

  .نامند میمنحنی هیسترزیس  آن رابرابر سطح محصور در منحنی تنش کرنش ماده است که 

 
  از یک منحنی هیسترزیس يا نمونه: 2-6 شکل 
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تـر در درس مکانیـک    اصـطکاك و مباحث مربـوط بـه    شود میدر این درس تنها به اصطکاك خشک پرداخته 
  .داده خواهد شد یحتوضسیالات به تفصیل 

قیـل از آسـتانه   : از انـد  عبـارت در زمان وجود اصطکاك در هنگام حرکت جسم سـه مرحلـه وجـود دارد کـه      
  . حرکت و جسم در حال حرکتحرکت، آستانه 

  .به جدول زیر توجه کنید شده یانببراي محاسبه نیروي اصطکاك در حالات 

  قبل از آستانه حرکت
  آستانه حرکت

  بر اساس رابطه تعادل

f s
F N  

f  در هنگام حرکت k
F N  

توجه شود که مقدار نیروي اصطکاك در آستانه حرکت برابر بیشینه نیرو تا قبـل از آن اسـت سـپس بـا افـت      
  .به شکل زیر نگاه کنید شود میمقدار حالت بعد از حرکت شروع 

 
  منحنی نیروي اصطکاك بر اساس نیروي اعمالی: 3-6 شکل 

  اصطکاكضریب  6-2
  .نامیم یم اصطکاك یروينحاصل تقسیم نیروي اصطکاك به نیروي عمودي سطح وارده را 

f
F

N
   

بـا   آن راضریب اصطکاك تا قبل از آستانه حرکت متفـاوت خواهـد بـود امـا در آسـتانه حرکـت       
s

 )  ضـریب
و در حین حرکت با ) اصطکاك ایستایی

k
 )مقـدار   .دهند یمنمایش ) ضریب اصطکاك جنبشی

s
   از رابطـه

  .آید می به دستزیر 

 maxf

s

F

N
   
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  :روش تشخیص نوع اصطکاك به صورت زیر است
  :کند مییکی از سه حال زیر بروج . کنیم یمابتدا با استفاده از معادله تعادل، نیرو اصطکاك را محاسبه 

) الف
s

F N : آنگاه جسم قبل از آستانه لغزش است و مقدار اصطکاك برابرF است.  
) ب

s
F N :در این حالت نیز نیرو اصطکاك برابر . آنگاه جسم در آستانه حرکت استF خواهد بود.  

) ج
s

F N :        جسم در حال حرکـت بـوده و نیـروي اصـطکاك جنبشـی وجـود دارد بنـابراین
k

F N 
  .خواهد بود

100mدر شکل زیر اگر : مثال kg ،0.2
k

   0.3و
s

    باشـد
  .به موارد زیر پاسخ دهید

200Pاگر ) الف N  آورید به دستباشد نیروي اصطکاك را.  

  .کت آغاز شود محاسبه کنیدررا بر آنکه ح P یرويمقدار ن) ب
600Pاگر ) ج N آورید به دستاصطکاك را باشد آنگاه نیروي.  

  :پاسخ

  
 )الف

0 cos20 sin15 0
x

F f P mg       

66Nf    

بـه  دریافت که جسـم قبـل از آسـتانه حرکـت و همچنـین       توان یمآمد  به دستبا توجه به آنکه مقدار منفی 
  .پایین بوده است سمت

  ) ب
 

max s
f N  

0 cos20 sin15 0
x

F f P mg       

0 cos15 sin20 0
y

F N mg P      
516.33N, 770.98NP N    
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 ) ج

0 cos20 sin15 0 310N
x

F f P mg f        

0 cos15 sin20 0 742N
y

F N mg P N        

max
0.3 742 222.6N

s
f N     

با توجه به آنکه 
max

f f آمد پس جسم در حال حرکت است بنابراین به دست:  
0.2 742 148.4N

k
f N     

آوریـد تـا    به دسترا طوري  باشد آنگاه مقدار  m ها آنو جرم  lدر سازه زیر اگر طول هر دو میله : 2مثال
10حرکت در    آغاز شود.  

 
  :پاسخ
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  :داریمبا توجه به شکل زیر 
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  ها گوه 6-3

 
  :براي بالا رفتن

  :براي جسم

   1 1
0 cos 0

cosy

W
F R w R 

 
      


  

  :گوه براي

 1 2
0 cos cos 0

y
F R R        

2 cos
W

R


  

 1 2
0 sin sin 0

x
F P R R         

    tan tan 0 tan tanP w w P w


     
 
          
  

 

  :براي پایین آوردن

 

 1 cos

W
R

 



 

2 cos
W

R


    tan tanP w


  
 
    
  
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  ها چیپ 6-4

کـه بـراي انتقـال     هـایی  یچپ ـ. باشـد  میبراي دو منظور به کار میرند مورد اول اتصال و مورد دوم انتقال قدرت 
  .ها جکمانند پیچ مورد استفاده در . معمولاً داراي دندانه مربعی هستند روند یمقدرت به کار 

 
  از یک پیچ و زوایاي آن يا نمونه: 4-6 شکل 

در این بخش هدف آن است که به عنوان مثال چه گشـتاوري بـه پـیچ     .نامند میرا زاویه پیچ  در شکل بالا 
  .را بالا ببرد Wوارد کنیم تا بتواند نیروي 

  :براي بالا رفتن

  

   
0 cos

cosy

P
F R P R 

 
     


  

   0 sin tan
y

M R r M M Pr           

اما این نکته مد . باشد، گشتاور بیشتري نیاز است تر بزرگ هر چه  شود میبا توجه به رابطه بالا مشاهده 
نظر باشد که انرژي مصرفی ثابت است به این معنا که اگر گشتاور اعمالی زیاد باشد جابجایی وزنه بیشتر و 

  .بودبرعکس خواهد 
  :براي پایین آوردن
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 tanM Pr     

اگر   باشد آنگاه سیستم خود قفل شونده خواهد بود.  
0.1بنابراین اگر    5.71باشد آنگاه    5.71خواهد بود پس اگر    باشد، آنگاه پیچ

  .خود قفل شونده خواهد بود
60mاگر در استوانه زیر : مثال kg ،0.3R m  0.4و   باشد، آنگاه گشتاور لازم براي آنکه

 .آورید به دستجسم دوران کند را 

  

  
1 1 2 2

,f N f N    

2
1 2 1

0 0
x

f
F f N f


       

1
1 2 2

0 0
y

f
F N mg f f mg


         

 
1 2

2 2 2

1

1

f f mg
f mg mg f

   

          
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 
2

1 2

1

1

f mg
f

  

 
 

   
   

 

2 1
0 . . 0

O
M f R f R M      

85.3N.mM   

  اصطکاك تسمه و پولی 6-5
  :رابطه زیر را بین کشش طناب و اصطکاك به صورت زیر نوشت توان یمبا توجه به شکل زیر 

  

  
  .بر حسب رادیان است توجه شود در رابطه بالا، 

5Pدر شکل زیر اگر : مثال mg  1و طناب
1

4
  .را محاسبه کنید دور زده باشد،  

 
2-5-9-15-17-21-47-55-59-97-115-133 
 

 
5

2
4

2 1

5
5 ln 5 2 0.205

4
T Te mg mge

 
   

     
           



 

  ماندگشتاور  -7
  تعریف 7-1

یکی از خواص هندسی سطح می باشد که در اغلب مسائل مکانیکی به خصوص مقاومـت مصـالح    گشتاور ماند
بنـابراین میتـوان بـه    . همانگونه که از نام آن میتوان دریافت به نوعی گشتاور المان سـطح اسـت  . کاربرد دارد

ریـف میشـود   این خاصـیت ماننـد گشـتاور حـول محـور هـا تع      . را به صورت زیر بیان نمود گشتاور ماندرابطه 
  :بنابراین براي شکل زیر داریم

  

  
  .قطبی را نیز می توان به صورت زیر بیان نمود گشتاور مانداز طرفی 

  
  با توجه به رابطه زیر

  
  میتوان بدست آورد که

 
  .طول به توان چهارم است گشتاور ماندهمانگونه که مشاهده میشود واحد 
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  شعاع ژیراسیون 7-2

اصل بر آن است  .سطح را در نظر بگیریم میتوان مفهوم شعاع ژیراسیون را بیان نموداگر در شکل زیر گشتاور 
  .که شکل را به صورت نوار باریک مسنطیلی موازي محور گشتاورگیري انتخاب نمود

  
حال اگر شکل بالا را بـه سـه شـکل    . را محاسبه نمود گشتاور ماند yو  xبراي شکل با میتوان حول دو محودر 

  .کنیم میتوان شعاع ژیراسیون را به صورت روابط زیر بیان نمودزیر تبدیل 

  

  
براي شکل هاي پیچیده است به این صورت که براي  گشتاور مانداین مفهوم جهت ساده سازي بدست آوردن 

  .را محاسبه نمود گشتاور ماندیک شکل پیچیده میتوان به داشتن شعاع ژیراسیون و مساحت آن، 
  .براي شعاع ژیراسیون نیز صادق استتوجه شود رابطه زیر 

  
  .توجه شود مقدار گشتاور سطح همواره مثبت بوده و مقدار آن حول هر محور متفاوت خواهد بود

  جابجایی محورها 7-3
اما گاهی نیاز اسـت  . به دلیل ماهیت انتگرال گشتاور سطح محاسبه آن حول مرکز جرم اغلب آسانتر می باشد

در این موارد نیازي به محاسـبه  . از آنکه از مرکز جرم عبور میکند محاسبه شودمقدار آن حول محور هاي غیر 
  .دوباره انتگرال نیست بلکه میتوان با استفاده از رابطه زیر محاسبات را انجام داد
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  بنابراین

  
  و به همین ترتیب

  
  .حول محور هاي گذرنده از مرکز جرم است گشتاور مانددر روابط بالا نشانگر ) بار(علامت 

 

گشتاور اینرسی را ابتدا حول محور هاي گذرنده از مرکز سطح و سپس محور هـاي گذرنـده از گوشـه    : 1مثال
  .شکل زیر را بدست اورید
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  .و شعاع ژیراسون را براي شکل زیر بیابید گشتاور ماند: 2مثال
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  :3مثال

  

  سطوح مرکب گشتاور ماند 7-4
را نیز براي اجسام مرکب به صورت تبدیل انتگرال  گشتاور ماندمانند یافتن مرکز سطح در فصل پنجم میتوان 

  .به مجموع محاسبه نمود

  

  
بـه  . تمامی نکات مربوط به اجسام مرکب در مورد یافتن مرکز سطح در مورد گشتاور اینرسی نیز صادق اسـت 

  .مثال زیر توجه کنید
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  حاصلضرب ماند 7-5

  .خاصیت سطح به صورت زیر بیان میگردد این

  
  :رابطه انتقال براي حاصلضرب ماند نیز برابر است با

  
  .توجه شود این مورد میتواند مثبت، منفی و حتی صفر نیز بدست آید

  .اگر حداقل یکی از محور ها، محور تقارن باشد آنگاه گشتاور سطح صفر خواهد بود

  دوران محورهاي مختصات 7-6
است مقدار گشتاور ماند حول محور هایی نسبت به محور اولیه دوران یافته است بدست آیـد در ان  گاهی نیاز 

  .حالت میتوان با استفاده از رابطه زیر مقدار گشتاور ماند را حول محور دوران یافته بدست آورد

  

  

  
در بین تمامی محور ها، محوري وجود دارد که گشتاورهاي ماند حول آن بیشینه است این محور هـا را محـور   

مقـدار گشـتاورهاي مانـد بیشـینه بـه      . در محور هاي اصلی، حاصلضرب ماند برابر صفر اسـت . اصلی می نامند



  81  7فصل  –استاتیک 
 

  .صورت زیر محاسبه میشود

  
  .ینه به صورت زیر بدست می آیدزاویه دورا بحرانی نیز براي یافتن محور هاي بیش

  
  : مثال

  

  

https://iranarze.ir/es2062
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  دایره موهر 7-7

  

   1 , 2x y

xy xy

I I

I I 
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