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:سینماتیک و سنتیک اجسام صلب   

𝑟𝐴 = 𝑟𝐵 + 𝑟𝐴
𝐵

 

𝑟𝐴
𝐵

= 𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗  

𝑟 =  𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗 +  𝑥𝑖 + 𝑦𝑗  ⟶ 𝑟 = 𝑣𝑟𝑒𝑙 + 𝜔 × 𝑟 

𝑟𝐴 = 𝑟𝐵 + 𝑟𝐴
𝐵

 ⟶   𝑟𝐴 = 𝑟𝐵 + 𝑟𝐴
𝐵
  

𝑣𝐴 = 𝑣𝐵 + 𝜔 × 𝑟 + 𝑣𝑟𝑒𝑙  

𝑎𝐴 = 𝑎𝐵 + 𝜔 × 𝑟 + 𝜔 ×  𝜔 × 𝑟 + 2𝜔 × 𝑣𝑟𝑒𝑙 + 𝑎𝑟𝑒𝑙

𝑉𝑟𝑒𝑙 = (𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗) 

𝑣 𝑟𝑒𝑙 =  𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗 +  𝑥 𝑖 + 𝑦 𝑗   
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𝑉 𝑟𝑒𝑙 = 𝑎𝑟𝑒𝑙 + 𝜔 × 𝑣𝑟𝑒𝑙

𝑖  = Ω × 𝑖  

𝑗  = Ω × 𝑗   

𝑘 = Ω × 𝑘   

𝑟𝐴 = 𝑟𝐵 + 𝑟𝐴
𝐵

 

𝑣𝐴 = 𝑣𝐵 + Ω × 𝑟𝐴
𝐵

+ 𝑣𝑟𝑒𝑙

 
𝑑

𝑑𝑡
    

𝑋𝑌𝑍
=  

𝑑

𝑑𝑡
    

𝑋𝑌𝑍
+ Ω ×     

 
𝑑2

𝑑𝑡2
    

𝑋𝑌𝑍

=  
𝑑2

𝑑𝑡2
    

𝑋𝑌𝑍

+  Ω ×    + Ω Ω ×     + 2Ω ×  
d  

dt
 

XYZ

𝑎𝐴 = 𝑎𝐵 +  Ω × r𝐴
𝐵

+ Ω ×  Ω × r𝐴
𝐵
 + 2Ω × vrel + arel
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  ؟AB هطلَتست تعییي سرعت ٍ ضتاب زاٍیِ ای هیلِ ی (مثال

Ω   AB = ω2j + ω1k   

𝛼𝐴𝐵        = 0 × 𝑗 + 𝜔1𝑘  × 𝜔2𝑗 + 𝜔1 𝑘  + 0 = −𝜔1𝜔2𝑖 + 𝜔1 𝑘   

 . ٍارد هی وٌینi جدید تِ هجوَعِ سیتن در جْت ω ٍجَد دارد ٍ یه ωحال فرض هی وٌین وِ 

𝛺𝐴𝐵
        = 𝜔2𝑗 + 𝜔1𝑘  + 𝜔𝑖  

𝛼𝐴𝐵        = 𝜔2 𝑗 +  𝜔1𝑘  + 𝜔𝑖  ×  ω2j  + ω1 k  + ωi ×  ω1k   + ω i + 0 

𝛼𝐴𝐵        =  𝜔 − 𝜔1𝜔2 𝑖 +  𝜔2 − 𝜔1𝜔 𝑗 +  𝜔1 + 𝜔𝜔2 𝑘   
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 را هحاسثِ وٌید ؟ A سرعت ٍ ضتاب زاٍیِ ای دیسه (مثال

ΩA
      = φ i + θ j + 𝜓 𝑘   

𝛼𝐴     = 𝜑 𝑖 +  𝜃 𝑗 + 𝜓 𝑘   × 𝜑 𝑖 + 𝜃 𝑗 +  𝜓 𝑘   × 𝜃 𝑗 + 𝜓 𝑘  + 0 

 را هحاسثِ وٌید ؟ A سرعت ٍ ضتاب لغسًدُ ی (مثال 
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𝑣𝐴 = 𝑣𝑜 + 𝜔 × 𝑜𝐴 + 𝑣𝑟𝑒𝑙  

𝑣𝑜 = 0 

𝜔 = 5𝑗 

𝑜𝐴 = 7𝑖  

𝑣𝑟𝑒𝑙 = 10𝑖  

𝑎𝐴 = 𝑎𝑂 + 𝜔 × 𝑜𝐴 + 𝜔 ×  𝜔 × 𝑜𝐴 + 2𝜔 × 𝑣𝑟𝑒𝑙 + 𝑎𝑟𝑒𝑙

𝜔    = 5𝑗     , 𝑎𝑟𝑒𝑙        = 4𝑖  
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𝐻𝐺
      =  𝜌𝑖    × 𝑚𝑖𝜌𝑖    =  𝜌 ×  𝜔 × 𝜌 𝑑𝑚 

𝐻𝐺 =   𝑟2𝑑𝑚 𝜔    

𝐻𝐺 = 𝐼 𝜔 

𝐼 =  𝜌2𝑑𝑚 

 𝑀𝐺 = 𝐻 
𝐺 = 𝐼𝛼 

𝐺 = 𝑚𝑣  

𝐻𝐺 =  𝐻𝐺 𝑎𝑏𝑠 =  𝐻𝐺 𝑟𝑒𝑙 =  𝜌𝑖 × 𝑚𝑖𝜌𝑖  

https://iranarze.ir/es2062
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𝐻𝑜 =  𝑟𝑖 × 𝑚𝑖𝑣𝑖  

 𝐻𝑝 
𝑟𝑒𝑙

= 𝐻𝐺 + 𝜌 × 𝑚𝑣 𝑟𝑒𝑙

 𝐹 = 𝐺 = 𝑚𝑎  

 𝑀𝐺 = 𝐻𝐺
  

 𝑀𝑂 = 𝐻𝑂
  

 𝑀𝑝 = 𝐻𝐺
 + 𝜌 × 𝑚𝑎 =  𝐻𝑝

  
𝑟𝑒𝑙

+ 𝜌 × 𝑚𝑎𝑝 =  𝐻𝑝
  

𝑟𝑒𝑙
− 𝑎𝑝 × 𝑚𝜌  

𝐻𝐺 =  𝜌𝑖 × 𝑚𝜌𝑖 =  𝜌 ×  𝜔 × 𝜌 𝑑𝑚 

𝐻𝑂 =  𝑟𝐼 × 𝑚𝑟𝑖 =  𝑟 ×  𝜔 × 𝑟 𝑑𝑚 

𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘   

𝜔   = 𝜔𝑥 𝑖 + 𝜔𝑦 𝑗 + 𝜔𝑧𝑘   

𝑑𝐻 = 𝑖   𝑦2 + 𝑧2 𝜔𝑥 −  𝑥𝑦 𝜔𝑦 −  𝑥𝑧 𝜔𝑧 𝑑𝑚

+ 𝑗  − 𝑦𝑥 𝜔𝑥 +  𝑧2 + 𝑥2 𝜔𝑦 −  𝑦𝑧 𝜔𝑧 𝑑𝑚 + 𝑘[− 𝑧𝑥 𝜔𝑥 −  𝑧𝑦 𝜔𝑦

+ (𝑥2 + 𝑦2)𝜔𝑧]𝑑𝑚

𝐼𝑥𝑥 =   𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝑚 ,  𝐼𝑦𝑦 =   𝑧2 + 𝑥2 𝑑𝑚 , 𝐼𝑧𝑧 =   𝑥2 + 𝑦2 𝑑𝑚 

𝐼𝑥𝑦 =  𝑥𝑦 𝑑𝑚  , 𝐼𝑥𝑧 =  𝑥𝑧 𝑑𝑚  ,   𝐼𝑦𝑧 =  𝑦𝑧 𝑑𝑚 

𝐻 =  𝐼𝑥𝑥 𝜔𝑥 − 𝐼𝑥𝑦 𝜔𝑦 − 𝐼𝑥𝑧𝜔𝑧 𝑖 +  −𝐼𝑦𝑥 𝜔𝑥 + 𝐼𝑦𝑦 𝜔𝑦 − 𝐼𝑦𝑧𝜔𝑧 𝑗 

+  −𝐼𝑧𝑥𝜔𝑥 − 𝐼𝑧𝑦𝜔𝑦 + 𝐼𝑧𝑧𝜔𝑧 𝑘   
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 𝐻 =  𝐼  𝜔    ,    𝐼 =  

𝐼𝑥𝑥 −𝐼𝑥𝑦 −𝐼𝑥𝑧

−𝐼𝑦𝑥 𝐼𝑦𝑦 −𝐼𝑦𝑧

−𝐼𝑧𝑥 −𝐼𝑧𝑦 𝐼𝑧𝑧

  

 𝐻 = 𝜆 𝜔  

 𝐼  𝜔 = 𝜆 𝜔  

  𝐼 − 𝜆 𝐼 𝑑  𝜔 = 0 

|  𝐼 − 𝜆 𝐼  | = 0 

𝐻𝑧 = 𝐼𝑧𝑧𝜔𝑧  

𝐻 = 𝐼𝜔 

𝐻𝐺 = 𝐼 𝜔 

𝐻 
𝐺 = 𝐼 𝛼 

 
 𝐹 = 𝑚𝑎 

 𝑀𝐺 = 𝐼 𝛼

 

 𝑀𝑂 = 𝐼𝑂𝛼 

 𝑀𝑃 = 𝐼 𝛼 + 𝑚𝑎 𝑑 
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  (جاتجایی هحط)ترای اًتمال واهل 
 𝐹 = 𝑚𝑎 
 𝑀𝐺 = 𝐼𝛼

 :  ٍ ترای زهاًی وِ چرخص حَل یه ًمطِ دارین   

 𝑀𝑂 = 𝐼 𝛼 + 𝑚 𝑟 𝛼 𝑟 =  𝐼  + 𝑚𝑟 2 𝛼 = 𝐼𝑂𝛼

 𝐹 = 𝐺  

 𝑀 = 𝐻  

 𝑀 =  
𝑑𝐻

𝑑𝑡
 

𝑥𝑦𝑧
=  

𝑑𝐻

𝑑𝑡
 

𝑥𝑦𝑧
+ Ω × 𝐻 =  𝐻𝑥

 𝑖 + 𝐻 
𝑦 𝑗 + 𝐻 

𝑧𝑘 + Ω × 𝐻 

Ω × 𝐻 =  

𝑖 𝑗 𝑘
Ωx Ωy Ωz

𝐻𝑥 𝐻𝑦 𝐻𝑧
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  𝑀𝑥 = 𝐻𝑥

 − 𝐻𝑦ωz + Hzωy

 𝑀𝑦 = 𝐻 
𝑦 − 𝐻𝑧ωx + Hxωz

 𝑀𝑧 = 𝐻 
𝑧 − 𝐻𝑥ωy + Hyωx

  

𝑖𝑓    𝜔 = Ω 

 𝑀𝑥 = 𝜔 𝑥𝐼𝑥𝑥 + 𝜔𝑦𝜔𝑧 𝐼𝑧𝑧 − 𝐼𝑦𝑦  + 𝐼𝑥𝑦  𝜔 𝑧𝜔𝑥 − 𝜔 𝑦 − 𝐼𝑥𝑧  𝜔 𝑧 + 𝜔𝑦𝜔𝑧 

− 𝐼𝑦𝑧  𝜔𝑦
2 − 𝜔2

𝑧  

 
 
 

 
  𝑀𝑥 = 𝐼𝑥𝑥 𝜔 𝑥 −  𝐼𝑦𝑦 − 𝐼𝑧𝑧 𝜔𝑦𝜔𝑧

 𝑀𝑦 = 𝐼𝑦𝑦 𝜔 𝑦 −  𝐼𝑧𝑧 − 𝐼𝑥𝑥  𝜔𝑧𝜔𝑥

 𝑀𝑧 = 𝐼𝑧𝑧𝜔 𝑧 −  𝐼𝑥𝑥 − 𝐼𝑦𝑦  𝜔𝑥𝜔𝑦

  

: ترای حروت صفحِ ای دارین   

 

𝐻𝑥 = −𝐼𝑥𝑧𝜔𝑧

𝐻𝑦 = −𝐼𝑦𝑧𝜔𝑧

𝐻𝑧 = −𝐼𝑧𝑧𝜔𝑧

  

 𝑀𝑥 = −𝐼𝑥𝑧𝜔 𝑧 + 𝐼𝑦𝑧𝜔2
𝑧

 𝑀𝑦 = −𝐼𝑦𝑧𝜔 𝑧 + 𝐼𝑥𝑧𝜔
2
𝑧

 𝑀𝑧 = 𝐼𝑧𝑧𝜔 𝑧  
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 :ًیس لاتل اغواض تاضد دارین zٌّگاهی وِ در هعادلات فَق تعد 

𝐻𝑥 = 0 

𝐻𝑦 = 0 

𝐻𝑧 = −𝐼𝑧𝑧𝜔𝑧  

 𝑀𝑥 = 0 

 𝑀𝑦 = 0 

 𝑀𝑧 = 𝐼𝑧𝑧𝜔 𝑧  

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣2   +

1

2
𝑚𝑖𝜌 𝑖 . 𝜌𝑖  

=
1

2
 𝑚𝑖  𝜔   × 𝜌𝑖     .  𝜔   × 𝜌 𝑖  

=
1

2
 𝑚𝑖 𝜔   . 𝜌 ×  𝜔   × 𝜌 𝑖  

=
1

2
𝜔    𝑚𝑖 . 𝜌 𝑖 ×  𝜔   × 𝜌 𝑖  

1

2
𝜔    𝜌 ×  𝜔 × 𝜌 =

1

2
𝜔   𝐻𝐺

       

⟶ 𝑇 =
1

2
𝑣 . 𝐺 +

1

2
𝜔𝐻𝐺  

𝑇 =
1

2
𝜔   𝐻𝐺

       

⟶ دٍ تعدی  
𝑇 =

1

2
𝑚𝑣2   +

1

2
𝐼  𝜔2

𝑇 =
1

2
𝐼0𝜔

2
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𝐼 =

 
 
 
 
 
0 0 0

0
1

12
𝑚𝑙2 0

0 0
1

12
𝑚𝑙2

 
 
 
 
 

𝑚 = 𝜌𝐴𝑕 

𝐼𝑥𝑥 =   𝑦2 + 𝑧2 𝑑𝑚 = 𝜌𝑕  𝑦2𝑑𝐴 = 𝜌𝑕𝐼𝑥
𝐴 =

𝑚

𝐴
𝐼𝑥
𝐴
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𝐼 =
𝑚

𝐴
 

𝐼𝑥
𝐴 −𝐼𝑥

𝐴 0

−𝐼𝑥
𝐴 𝐼𝑥

𝐴 0
0 0 𝐽𝑂

  

𝐼𝑜 = 𝐼𝑥 + 𝐼𝑦  

پرُ را تعٌَاى یه هیلِ .  هعادلِ حروت پرُ ّلیىَپتر را ترای حروت تالی آى تعییي ًوائید(مثال

 .ًظر وٌید ٍزى آى صرف  در ًظر گرفتِ ٍازm هتٌاجس تِ جرم 

𝑎𝐴 = 𝑎𝑜 + Ω × Ω + OA + Ω × OA + 2 × Ω × Vrel + arel

𝑎𝑜 = −𝑅Ω2i      , Ω = Ωj

𝑂𝐴 = 𝑥𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 + 𝑥𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗  , Ω = 0 

𝑉𝑟𝑒𝑙 = −𝑥𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 + 𝑥𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑗 

𝑎𝑟𝑒𝑙 = −𝑥𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 + 𝑥𝜃 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑗 − 𝑥𝜃2 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 − 𝑥𝜃2 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗 

⟹ 𝑎𝐴 = − 𝑅Ω2 + xΩ2cosθ + xθ sinθ + xθ2 cosθ i +  xθ cosθ − xθ2 sinθ j

+ 2Ωθ xsinθ k 

𝑑𝐹 = 𝜌𝑑𝑥𝑎 𝑆      𝑀𝑜𝑧 = 0 

𝑀𝑜𝑧 =  𝑂𝐴 × 𝑑 𝐹𝐴  ⟹  
1

3
𝑚𝐿2𝜃 +   

1

2
𝑚𝑅𝐿Ω2 +

1

3
𝑚𝐿2Ω2𝑐𝑜𝑠𝜃 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 
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 در لحظِ ی رّا ضدى ًطاى دادُ ضدُ در ضىل زیر را تدست m ضتاب زاٍیِ ی حلمِ ای تِ جرم (مثال 

آٍرید؟

 𝑀𝐴 = 𝐼𝐴𝛼 

𝐼 = 𝐼  + 𝑚𝑑
2

 𝑚𝑔𝑅 =   𝑚𝑅2 + 𝑀𝑅2 + 𝑚  2𝑅 
2
 𝛼 → 𝛼 =

𝑚𝑔

2 𝑀 + 𝑚 𝑅

 وِ از تالای یه سطح ضیة دار رّا هی ضَد سرعت آى را در اًتْای آى تا m دیسىی تِ جرم (مثال 

فرض غلط تدٍى لغسش تدست آٍرید ؟ 



داًطگاُ گیلاى -   داًطىدُ فٌی هٌْدسیدیٌاهیهدرسٌاهِ  دوتر رظا اًصاری: استاد  

17 

:راُ حل اٍل   

𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼 − 𝑓 = 𝑚𝑎 

𝑓 𝑟 = 𝐼𝛼 =  
1

2
𝑚𝑟2 𝛼 → 𝑓 =

1

2
𝑚𝛼 

𝑎 =
2

3
𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼 → 𝑣 =  2𝑎𝐿 = 2 

𝑔𝐿𝑠𝑖𝑛𝛼

3

: راُ حل دٍم    

𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼. 𝑟 =  
1

2
𝑚𝑟2 + 𝑚𝑟2 𝛼 → 𝑎 =

2

3
𝑔𝑠𝑖𝑛𝛼 

: راُ حل سَم   

𝑣 = 𝑟𝜔 

𝑇 =
1

2
𝑚𝑣2 +

1

2
𝐼𝜔2 =

1

2
𝑚𝑣2 +

1

2
 

1

2
𝑚𝑟2  

𝑣

𝑟
 

2

=
3

4
𝑚𝑣2 

𝑖𝑓  𝑇 = 𝑈  →  
3

4
𝑚𝑣2 = 𝑚𝑔𝑙𝑠𝑖𝑛𝛼  →   𝑣 = 2 

𝑔𝐿𝑠𝑖𝑛𝛼

3

 را در لحظِ ی تریدُ ضدى طٌاب تدست آٍرید ؟A در ضىل زیر ًیرٍی تىیِ گاُ (مثال 
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𝑅𝐴 =
𝑚𝑔

2
 𝑠𝑡𝑎𝑡𝑖𝑐  

 𝑀𝐴 = 𝐼𝛼 

→   𝑚𝑔
𝐿

2
=  

1

12
𝑚𝐿2 + 𝑚  

𝐿

2
 

2

 𝛼  →    𝛼 =
3𝑔

2𝐿

 
 
 

 
 

𝑚𝑔 − 𝑅𝐴 = 𝑚𝑎 

 → 𝑅𝐴 =
𝑚𝑔

4

𝑎 =
𝐿

2
𝛼 

 

هطلَتست تعییي ضتاب زاٍیِ ای در لرلرُ ًطاى دادُ ؟ (مثال 

 
 
 

 
 

𝑚𝑔 − 𝑇 = 𝑚𝑎 

𝑇𝑅1 = 𝐼𝛼       →   𝛼 =
𝑔

𝑅1

.
1

1 +
𝐼

𝑚𝑅1
2

𝑎 = 𝑅1𝛼 

 

https://iranarze.ir/es2062
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ًیرٍ ٍ وَپل اعوالی از طرف دیسه تِ هیلِ را در ضىل زیر هحاسثِ ًوایید ؟ (مثال 

 

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑧

 =  

𝐼𝑥𝑥 −𝐼𝑥𝑦 −𝐼𝑥𝑧

𝐼𝑦𝑦 −𝐼𝑦𝑧

𝐼𝑧𝑧

  

𝜔𝑥 
𝜔𝑦 

𝜔𝑧 
 +  

0 −Ωz Ωy

Ωz 0 −Ωx

−Ωy Ωx 0
  𝐼  

𝜔𝑥

𝜔𝑦

𝜔𝑧

  

𝐼 =

 
 
 
 
 

1

12
𝑚𝐿2 0 0

0 0 0

0 0
1

12
𝑚𝐿2

 
 
 
 
 

 

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑧

 = 0 +  
0 0 𝜔0

0 0 0
−𝜔0 0 0

  𝐼  
0
𝜔0

0
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𝑀𝑥 = 0
𝑀𝑦 = 0

𝑀𝑧 = 0

   →  

𝐹 − 𝑚𝑔𝑗 = 𝑚 −𝑏𝜔0
2 𝑖 

𝐹 = 𝑚𝑔𝑗 − 𝑚𝜔0
2𝑖 

𝑀 = 𝑀0 +  −
𝐿

2
𝑗  ×  𝑚𝑔𝑗 − 𝑚𝑏𝜔2

0𝑖  

𝑀 =  𝑀𝑜 𝑥 𝑖 +  𝑀𝑜 𝑦 𝑗 +   𝑀𝑜 𝑧 −
1

2
𝑚𝐿𝑏𝜔0

2 𝑘  

 
 

 
𝑀𝑥 = 0 →  𝑀𝑜 𝑥 = 0 

𝑀𝑦 = 0 →  𝑀𝑜 𝑦 = 0  

𝑀𝑧 = 0 →  𝑀𝑜 𝑧 =
1

2
𝑚𝑏𝐿𝜔0

2
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 تر رٍی وف ٍ دیَار صافی هی لغسد هطلَتست تعییي راتطِ ی سرعت L تِ طَل ABهیلِ ی  (مثال 

زاٍیِ ای هیلِ تا سرعت دٍ اًتْای آى ، ضتاب زاٍیِ ای هیلِ ٍ زاٍیِ ای وِ هیلِ دیَار را ترن هی ًواید ٍ 

لتی هیلِ از زاٍیِ ی 
0

  رّا ضدُ تاضد ؟ 

𝑣𝐵     = 𝑣𝐴     + 𝜔   × 𝑟𝐵
𝐴

      

−𝑣𝐵𝑗 = 𝑣𝐴𝑖 + 𝜔𝑘  ×  −𝐿𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 + 𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃𝑗   

𝑣𝐴 = 𝜔𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃 

𝑣𝐵 = 𝜔𝐿𝑠𝑖𝑛𝜃 

𝑣𝑀      = 𝑣𝐴     + 𝜔   × 𝑟𝐴𝑀       = 𝑣𝐴𝑖 + 𝜔𝑘  ×  −
𝐿

2
𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 +

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑗   

→   𝑣𝑀 =
𝑣𝐴

2
 𝑖 − 𝑡𝑎𝑛𝜃𝑗   
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:راُ حل دٍم از طریك خَد هروس آى   

𝑣𝑀 =
𝐿𝜔

2
 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 − 𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗  =

𝑣𝐴

2
 𝑖 − 𝑡𝑎𝑛𝜃𝑗   

𝑎𝑀      = 𝑎𝐴     + 𝜔    × 𝑟𝐴𝑀       + 𝜔   ×  𝜔   × 𝑟𝐴𝐵        

𝑎𝑀𝑥
𝑖 + 𝑎𝑀𝑦

𝑗 = 𝑎𝐴𝑖 + 𝛼𝑘  ×  −
𝐿

2
𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 +

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑗   

−𝜔2  −
𝐿

2
𝑠𝑖𝑛𝜃𝑖 +

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠𝜃𝑗   

𝑎𝑀𝑥
=

𝐿

2
 𝛼𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝜔2𝑐𝑜𝑠𝜃  

𝑎𝑀𝑦
=

𝐿

2
 𝛼𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝜔2𝑠𝑖𝑛𝜃  

𝑁𝐵 = 𝑚𝑎𝑥

𝑚𝑔 − 𝑁𝐴 = 𝑚𝑎𝑦

𝑁𝐴

𝐿

2
𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝑁𝐵

𝐿

2
𝑐𝑜𝑠𝜃 =  

1

12
𝑚𝐿2 𝛼 

𝛼 =
3𝑔

2𝐿
𝑠𝑖𝑛𝜃 

 
𝜔𝑑𝜔

𝑑𝜃

𝜔

0

=  
3𝑔

2𝑙

𝜃

𝜃

𝑠𝑖𝑛𝜃 

𝜔 =
3𝑔

𝐿
 𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝑐𝑜𝑠𝜃0  

𝑖𝑓  𝑁𝐵 = 0    →   𝜃 = cos−1  
2

3
𝑐𝑜𝑠𝜃0  
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:مثال 

 𝑀𝐴 = 𝐼𝐴𝛼 

𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 ×
𝐿

2
=

1

3
𝑚𝐿2𝛼 

𝛼 =
3𝑔

2𝐿
𝑠𝑖𝑛𝜃 

𝑀 =
𝑚𝑔𝐿

4
𝑠𝑖𝑛𝜃  

𝑥

𝐿
 

2

 1 −
𝑥

𝐿
  

𝑑𝑀

𝑑𝑥
= 0  →   𝑥 =

2

3
𝐿 
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 :مثال 

.ایٌىِ ًیرٍی تعد از ترخَرد تِ چپ است یا راست هعلَم ًیست  

.از علاهت پرین ترای تعد از ترخَرد استفادُ هی وٌین  

𝑀o  :    ترای هجوَعِ هی تَاى ًَضت = 0

𝑒 =
𝑣 ′

𝐵𝑃 − 𝑣𝐴
′

𝑣𝐴 − 0

. لاًَى تما را ترای ول هجوَعِ هی تَاى ًَضت  

.اًدازُ حروت ول هجوَعِ ثاتت است  
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𝑕𝑚𝐴𝑣𝐴 = 𝑕𝑚𝐴𝑣𝐴
′ +

1

2
𝐿𝑚𝐵𝑣𝐵

′ + 𝐼𝐵 𝑤𝐵

𝑣𝐵
′ =

𝐿

2
𝑤𝐵

′

𝑣𝐵𝑃
′ = 𝑕𝑤𝐵

′

𝑤𝐵
′ =

 1 + 𝑒 𝑕𝑚𝐴𝑣𝐴

𝑕2𝑚𝐴 +
1
3

𝑚𝐵𝐿2

−𝑕  𝐶𝑋 𝑑𝑡 = − 𝑕 −
𝐿

2
 𝑚𝐵𝑣𝐵

′ + 𝐼𝐵 𝑤 ′
𝐵

 𝐶𝑥𝑑𝑡 =
 𝑕 −

𝐿
2
 𝑚𝐵𝑣𝐵

′ − 𝐼𝐵 𝑤 ′
𝐵

𝑕
= 𝐶𝑥(𝑎𝑣𝑒 ) ∆𝑡 

𝐶𝑋(𝑎𝑣𝑒 ) =
 1 + 𝑒  

𝑕
2

−
𝐿
3
 𝑚𝐴𝑚𝐵𝑣

 𝑕2𝑚𝐴 +
1
3

𝑚𝐵𝐿2 ∆𝑡

C=0 

𝑕 =
2

3
𝐿 

.هروس ظرتِ جایی است وِ در آى ّیچ عىس ا لعولی ًدارین




